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Das Recht der ﬁ;bcrsciaung' in fremde Spr:u':h;;;- hleibt vorbehalten.



YVorwort.

e —

Das Erkennen einer wissenschaftlichon Wabrheit dureh-.
l18uft in der Regel mehre Stufen der Sicherheit. Zuerst vicl-
leicht aus einer ungenligenden Zahl von Einzelfillen errathen,
wird der aligemeine Satz nach und nach sicherer befestigt, in-
dem er durch Schlussketten mit andern Wahrheiten Verbindung
erhilt, sei es dass aus ihm Folgerungen abgeleitet werden, die
auf andere Weise Bestitigung finden, sei cs dass er umgekehrt
als Folge schon feststehender Siitze erkannt wird. Es kann
daher einerscits nach dem Wege gefragt werden, auf dem cin
Satz allmihlich errungen wurde, andrerscits nach der Weise,
wie er nun schliesslich am festesten zu begriinden ist. Erstere
Frage muss mdglicherweise in Bezug auf verschiedene Menschen
verschieden heantwortet werden, letztere ist bestimmter, und ihre
Beantwortung hiingt mit dem innern Wesen des hetrachteten
Satzes zusammen. Die fasteste Beweisfihrung ist offenbar die
rein logische, welche, von der besondern Beschaffenheit der Dinge
absehond, sich allein auf die Gesetze griindet, auf denen salle

Erkenntnis beruht. Wir theilen danach alle Wahrheiten, die einer -

Begriindung bedtirfen, in zwei Arten, indem der Beweis bei den
einen rein logisch vorgehen kann, bei den andern sich auf

Erfabrungsthatsachen stiitzen muss, Es ist aber wohl vereinbar, -

dass ein Satz zu der ersteren Art gehdrt und doch ohne Sinnes-
thitigkeit nie in einem nfensehlichen ‘Geiste zum Bewusstsein
kommen kbnnte.*) Also nicht die psychologische Entstehungs--
weise, sondern die vollkommenste Art der Beweisfihrung liogt”

*) Da ohne Sinneswahmehmung keine geistige Entwickelung bei

den uns bekaunten Wesen moglich ist, so gilt das Letstere von allen
Urtheilen.

#*

-
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der Lintheilung zu Grunde. Indem ich mir nun die Frage
vorlegte, zu welcher dioser beiden Arten die arithmetischen
Urtheile gehdrten, musste ich zunsichst vorsuchon, wie weit man
in der Arithmetik durch Schitisse allein gelangen kénnte, nur
gestiitzt auf die Gesetze des Denkens, die Gber allen Besonder-
heiten erhaben sind. Der Gang war hierbei dieser, dass ich
zucrst den Begriff der Anordnung in einer Reihe auf die -
gische Folge zuriickzufihren suchte, um von bhier aus zum
Zahlbegrift fortzuschreiten, Damit sich hierhei nicht unbe-
merkt etwas Anschauliches eindringen kdnnte, musste Alles auf
die Lilckenlosigkeit der Schlusskette ankommen. Indem ich
diese Forderung auf das strengste zu erfillen trachtete, fand
ich ein Hindernis in der Unzulinglichkeit der Sprache, die bei
aller entstehenden Schwerfilligkeit des Ausdruckes doch, jo
verwickelter die Beziehungen wurden, destu weniger die Ge-
nauigkeit erreichen liess, welche mein Zweck verlangte. Aus
diesem Bediirfnisse ging der Gedanke der verlisgenden Begriffs-
schrift hervor, Sie soll also zunfchst dazu dienen, die Blin-
digkeit einer Schlusskette auf die sicherste Weiso zu priifen
und jede Voraussetzung, die sich unbemerkt einschleichen will,
anzuzeigen, damit letztere auf ihren Ursprung untersucht werden
kinne. Deshalb ist auf den Ausdruck alles dessen verzichtet
worden, was fiir die Schlussfoige ohne Bedeutung ist. Ich
habe das, worauf allein es mir ankam, in § 3 als begriftichen
Inhait bezeichnet. Diese Erklirung muss daher immer im
Sinne behalten werden, wenn man das Wesen meiner Formel-
sprache richtiz auffassen will Hieraus ergab sich auch der
Name , Begriffsschrift“. Da ich mich firs erste auf den Aus-
druek solcher Beziehungen beschrinkt habe, die von der be-
sonderen Beschaffenheit der Dinge unabhiingig sind, so konnte
ich auch den Ausdruck ,Formelsprache des reinen Denkens®
gebrauchen. Die Nachbhildung der arithmetischen Formelsprache,
die ich auf dem Titel angedentet habe, hezieht sich mehr auf
die Grundgedanken als die Einzelgestaltung. Jone Bestrebungen,
durch Auffassung des Begrifls als Summe sciner Merkmale
eine kiinstliche Aehnlichkeit herzustellen, haben iir dabei
durchaus fern gelegen. Am unmittelbarsten -berithrt sich meine
Formelsprache mit der arithmetischon in der Verwendungsweise
der Buchstaben,
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Das Verhiiltnis meiner Begrifisschrift zu der Sprache des
Lebens glaube ich am deutlichsten machen zu kéunen, wemn
ich ¢ mit dem des Mikroskops zum Auge vergleiche, Das
Letztere hat dureh den Umfang sciner Anwendbarkeit, durch
die Beweglichkeit, mit der es sich den verschiedensten Uni-
stinden anzuschmiegen weiss, cine grosse Ueberlegenheit vor
dem Mikroskop. Als optischer Apparat betrachtet, zeigt cs
freilich viele Unvollkommenheiten, die nur in Folge seiner
innigen Verbindung mit dem geistigen Leben gewdhnlich un-
beachtet bleiben. Sobald aber wissenschaftliche Zwecke grosse
Anforderungen an dic Sechiirfo der Unterscheidung stellen, zeigt
sich das Auge als ungentigend. Das Mikroskop hingegen ist
gerade solchen Zwecken auf das vollkomnenste angepasst, aber
ehen dadurch fiir alle andern unbrauchbar,

So ist diese Begriffssclift ein fliir  bestimmte wissen-
schaftliche Zwecke ersonnenes Hilfsmittel, das man nicht des-
balb verurtheilen darf, weil es fir andere nichts taugt. Wenn
sie diesen Zwecken einigermassen entspricht, so mégo man
immerhin neue Wahrheiten in meiner Schrift vermissen. Ich
wirde mich darither mit dem Bewusstsein trdsten, dass auch
cine Weiterhildung der Methode die Wissenschaft fordert. Halt
ed doch Baco fir vorziiglicher ein Mittel zu erfinden, durch
welches Alles leicht gefunden werden kann, als Einzelnes zu
entdecken, und baben doch alle grossen wissenschaftlichen
Fortschritte der noueren Zeit ihren Ursprung in einer Ver-
hesserung der Methode gehabt,

Auch Leibniz hat die Vortheile einer angemessenen Be-
zeichnungsweise erkaunt, vielleicht ttherschdtzt. Sein Gedanke
oiner allgemeinen Charakteristik, eines calculus philosophicus
oder ratiocinator*) war zu riesenhaft, als dass der Versuch
i zu verwirklichen iiber die blossen Vorbereitungen hitte
hifiausgelangen kinnen. Die Begeisterung, welche seinen Ut-
heber bei der Erwigung ergrift, weleh' unermessliche Ver-
mehrung der geistigen Kraft der Menschheit aus einer die
Sachen selbst treffenden Bezeichnungsweise entspringen witrde,
liess ihn die Schwierigkeiten zu gering schitzen, die einem

—— e e, e

*) Biehe hiertiber: Trendelenburg, Historische Beitriige zur Philo-
sophic¢ 3. Band.
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solclien Unternehmen entgegenstehen. Wenn aber auch dies
hohe Ziel mit Einem Anlaufc nicht erveicht werden kann, so
braucht man doch an einer langsamen, sehrittweisen Anniherung
nicht zu verzweifeln, Wenn eine Aufgabe in ihrer vollen All-
gemeinheit unlosbar scheint, so beschriinke man sie vorliufig;
dann wird vielleicht durch allmiihliche Erweitorung ihre Be-
witltigung gelingen. Man kann in den arithmetischen, geo-
metrischen, chemischen Zeichen Verwirklichungen des Leibnizi-
schon Gedankens fur einzelne Gebiete sehen. Die hier vor
geschlagene Begriffsschrift fugt diesen ein neues hinzu und
zwar das in der Mitte gelegene, welches allen andern benach-
bart ist. Von hier aus lisst sich daher mit der grossten Aus-
gicht auf Erfolg eine Ausfilllung der Liticken der bestehenden
Formelsprachen, cine Verbindung ihrer bisher getrennten Ge-
biete zu dem Bereiclie einer einzigen und eine Ausdehnung
auf Gebiete ins Werk setzen, die bisher einer solchen er-
mangelten,

Ich verspreche mir iiberall da eine erfolgreiche Anwendung
meiner Begrifisschrift, wo ein besonderer Werth auf die Bindig-
keit der Beweisfihrung gelegt werden muss, wie bei der Grund-
legung der Differential- und Integralrechnung.

Noch leichter scheint es mir zu sein, das Gebiet dieser
Formelsprache auf Geometrie auszudehnen. Es miissten nur
fir die hier vorkommenden anschaulichen Verhiltnisse noch
cinige Zeichen hinzugefigt werden. Auf dicse Weise wirde
man eine Avt von analysis situs erhalten.

Der Usebergang zu der reinen Bewegungslehre und weiter
zur Mechanik und Physik mbchte sich hier anschliessen. In
den letzteren Gebieten, wo neben der Denknothwendigkeit die
Naturnothwendigkeit sich geltend maeht, ist am chesten eine
Weiterentwickelung der Bezeichnungsweise mit dem Fortschreiten
der Erkenutnis vorauszusehen. Deshalb braucht man aber
nicht zu warten, his dic Maglichkeit solcher Umformungen aus-
gerchlossen erscheint,

Wenn es cine Aufgabe der Philosophie ist, die Herrschaft
des Wortes ither den menschlichen Geist zu brechen, indem sie
die Tiusehungen anfdeckt, dio durch den Sprachgebraueh tiber
die Bezichungen der Begriffc oft fast uuvermeidlich entstehen,
indem sie den Gedanken von demjenigen befreit, womit ihn

e = L, e, &
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allein die Beschaffenheit des sprachlichen Ausdrucksmittels be-
haftet, o wird meine Begriffaschrift, fir diese Zwecke weiter
ansgebildet, den Philosophen ein brauchbares Werkzeug werden
konnen. Freilich giebt auch sie, wie es bei einem aussern
Darstellungsmittel woh! nicht anders mdglich ist, den Gedanken
nicht rein wieder; aber einerseits kann man diese Abweichungen
auf das Unvermeidliche und Unschiidliche beschrinken, aundrer-
seits ist schon dadurch, dass sie ganz andver Art sind als die
der Sprache cigenthitmlichen, ein Schutz gegen eine einseitige
Beecinflussung durch eines dieser Ausdrucksmittel gegeben.

Schon das Erfinden dieser Begriffsschrift hat die Logik,
wie mir scheint, gefdrdert. Ich hoffe, dass die Logiker, wenn
sie sich durch den ersten Eindruck des Fremdartigen nicht
zurtickschrecken lassen, den Neuerungen, zu denen ich durch
eine der Sache solhst innewohnende Nothwendigkeit getrieben
wurde, ilre Zustimmung nicht verweigern werden. Diese Ab-
weichungen vom Hergebrachten finden ihre Rechtfertigung darin,
dass die Logik sich bisher immer noch zu eng an Sprache
und Grammatik angeschlossen hat. Insbesondere glaube ich,
dass die Ersetzung der Begriffe Subject und Praedicat durch
Argument und Function sich auf die Dauer bewdhren wird. Man
erkennt leicht, wie die- Auffassung eines Inhalts als Function
eines Argumentes begriffbildend wirkt. Es mdchte ferner der
Nachweis des Zusammenhanges zwischen den Bedeutungen der
Warter: wenn, und, nicht, oder, es giebt, einige, alle u. s w.
Beachtung verdienen.

Im Besondern sei nur nochk Folgendes erwihnt,

Die in § 6 ausgesprochene Beschrénkung auf eine einzige
Schlussweise wird dadurch gerechtfertigt, dass bei der Grund-
legung einer solchen Begriffsschrift die Urbestandtheile so ein-
fach wie méglich genommen werden miisgen, wenn Ueber-
sichtlichkeit und Ordnung geschaffen werden sollen. Dies
schliesst nicht aus, dass spdter Ueberginge von mehren Ur-
theilen zu einem neuen, die bei dieser einzigen Schlussweise
nur in mittelharer Weise moglich sind, der Abklirzang wegen
in uamittelbare verwandelt werden. In der That mdehte sich
dies bei einer spitern Anwendung empfeblen. Dadurch wirden
dann weitere Schlussweisen ontstchen,
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Nachtriiglich hahe ich hemerkt, dass die Formeln (31) und
(41) in die einzige
—Gia: o)

zusammengezogen werden kinnen, wodurch noch e¢inige Verein-
fachungen moéglich werden,

Die Arithmetik, wie ich im Anfange bomerkt habe, ist der
Ausgangspunkt dos Gedankenganges gewesen, der mich zu
meiner Begrifteschrift geleitet hat. Auf diese Wissenschaft
denko ich sie daher auch zuerst anzuwenden, indem ich ibre
Begriffc weiter zu zergliedern und ihre Siitze tiefer zu be-
grinden suche. Vorliufig habe ich im dritten Abschnitie einiges
von dem mitgetheilt, was sich in dieser Richtung bewegt. Die
weitere Verfolgung des angedeuteten Weges, die Beleuchtung
der Begriffe der Zahl, der Grosse u. s w. sollen den Gegen-
stand fernerer Untersuchungen bilden, mit denen ich unmittel-
har naeh dieser Sehrift hervortreten werde.

Jena, den 18, December 1878,
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. Erklirung der Bezeichnungen.

§ 1. Die in der allgemeinen Grissenlehre gebrituchlichen
Zeichen zerfallen in zwei Arten. Die erstere umfasst die Bucl-
staben, von denen jeder entweder eine unbestimmt gelassene Zahl
oder eine unbestimmt gelassene Fuvction vertritt. Diese Un-
bestimmtheit macht es moéglich die Buchstaben zum Ausdyucke der
Aligemeingiltigkeit von Sitzen zu verwenden wie in

(a4 bye = uc+ be.
Die andere Art umfasst solche Zeichen wie +, —, |/, 0, 1, 2
von denen jedes seine eigenthitmliche Bedeutung hat.

Diesen Grundgedanken der Unterscheidung zweier Arten von
Zeichen, der in der Grissenlelire leider nicht rein durehgefithrt
i8t*), nehme ich auf, wm ihn fir dos umfussendere Gebiet des
reinen Denkens iberhaupt wetzbar zu machen. Alle Leichen, die
ich anwende, theile ich daher ein i solche, unter denen mun sich
Ferschiedenes vorstellen kunn, wnd in solche die einen yanz be-
“stimmten Sinn haben.  Dio erstern sind die Buchstaben, und diese -
sollen hauptsiichlich zum Ausdrucke dor Allgemeinhieit dienen,
Bei aller Unbestimmtheit muss aber daran festgehalten werden,
dass ein Buchstabe die Bedeutung, welche man ihm sinmal gegeben
hat, in demselben Zusammenhange Aeibehdilt.

Das Urtheil .
§ 2. BEin Urtheil werde immer wit Hilfe des Zeichens
—
ausgedriickt, welches links von dem Zeichen oder der Zeichen-
verbindung steht, die den Inhalt des Urtheils angiebt. Wenn wan
den kleinen senkrechton Strich am linken Ende des wagerechten

ettt

*) Man denke an I, log, sin, Lim.
Froga, Fonuelsprache. I
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fortlisst, so soll dies das Urtheil in cine blosse Forstellungsver
hindung verwandeln, von welcher der Sehreibende nicht ansdriiekt,
ob er ihr Wablvheit znerkenne oder uicht, Bedente 2. B
b 4%
das Urtheil: . die ungleichnanigen Magnetpole gichen sich an*;
dann wird
' —— A

nicht dies Urtheil ausdriicken, sondern lediglich die Vorstellung
von der gegenaeitigen Anzichung der ungleichnamigen Maguetpole
in dem Leser hervorrnfen sollen, etwa um Folgernugen daraus uu
eiehen und an diesen die Rieltigkeit des Gedankens za priifen,
Wir umschreiben in diesemn Falle dureh dic Worte der Umstand,
duss* oder ..der Saiz, dass™,

Nicht jeder Inhalt kann durch das vor sein Zeichen gesetzte
b- - ein Urtheil werden, z B. nicht die Vorstellung .Maus®,
Wir unterscheiden dalier lbeurtheitbare wnd  unbeurtheilbare In-
halte **%).

Der wagerechie Ntrich, aus dem das Zeichen |- -~ gebildet
ist, verbindet die darauf folgenden Zeichen zu einem Ganzen, und
anf dies Ganze bezield sick die Bejahung, welche durch den senk-
rechien Strich wm linken Ende des wagerechten ausgedriickt wird.
Fs mige der wagerechte Stiich /mhalisstrich, der senkrechte
Urtheidsstrich heissen, Der Inbaltsstrich diene auch sonst dazu,
irgendwelche Zeichen za dem Ganzen der darauf folgenden Zeichen
in Beziehung zu setzen. Hus auf den Inhaltsstrich folgt, muss
immer einen beurtheilbaren Inhalt haben.

§ 3. Line Unterscheidung von Subject und Prddicat findet
bei meiner Darsteltung cines Urtheils nicki staft. Um dies zu
rechtfertigen. bemerke ich, dass die Inhalte von zwei Urtheilen iu
doppelter Weise verschieden sein kinnen: erstens so, dass die Fol-
gernngen, die aus dem einen in Verbindung mit bestimmten andern

*) Ich bediene mwich der groasen griechischen Buchstaben als Ab-
kitrzungen, denen der Leser cinen passenden Sinn unterlegen wlige, wenn.
ich sie nicht besonders erklire.

**) Dagegen wiire der Umstand, dass es Hiuser (oder ein Haus)
giebt (vgl. § 12), ein beurtheilbarer Inhalt. Von diesem ist aber die
Vorstellung . Haus* nur ein ‘Theil. Man klunte in dem Satze: .dns Haus
des Prinmtus war von Holz* an die Stelle von ,Haus* nicht ,Umstand,
dass es cin Haus gicht* einsetzen. — Ein Belsplel anderer Art fiir einen
naheuctheitharen [uhait siehe bei Formel St



3

gezogen werden kinnen, immer anch ans dem zwelten in Ver-
binditng mit denselben andern Urtheilen folgen; zweitens so. dass
dies nicht der Fall ist. Die belden Sitze: .bel Platacae siegten
die Griechen fiber die Perser” und . bei Platacae wurden die
Perser von den Uriechen besiegt” unterscheiden sich in der erstern
Weise.  Wenn man nun such eine gevinge Verschiedenheit des
Sinnes ecrkennen kann, so ist doch die Ucbereinstimmung  ithey-
wicgend.  leh nenne nun denjenigen Theil des Inhaltes. der in
beiden dersethe ist. den begrifflichen Ihalt, Da nur dieser fir
die Begrifisehrift von Bedeutung ist. so braucht sic keinen Unter-
schied awischen Sitzen zu machen. die denselhen begrifilichen Inhalt
haben, Wenn man sagt: ,Subject ist der Begriff, von dem das Urtheil
handelt, a0 passt dies auch auf das Object. Man kann daher nur
nagen: ,Subject ist der Begriff, von dem hauptsiichlich das Urtheil
handelt.  Die 8telle des Subjeets in dor Wortreihe hat fiir die
Sprache die Bedeutung einer ausgezeichneten Stelle. an dic man
dasjenige bringt, worauf man die Aufmerksamkeit des Horers be-
sonders hinlenken will. (Siehe anch § 9). Dies kamn beigpiels-
weise den Zweck haben, eine Beziehung dicses Urtheils su andern
anzudenten. und dadurch dem Hdrer die Auffassung des ganzen
Zugammenhanges zu erleichtern. Alle Ersclieinungen mun in  der
Sprache, die nur aus der Wechselwirkung des Sprechenden und
des Horenden hervorgehen, indem der Sprechende z. B, auf die
Erwartangen des Horenden Ricksicht nimmt und diese schon vor
demn Aussprechen eines Satzes auf die richtige Fithrte zu bringen
sucht, haben in meiner Formelsprache nichis Entsprechendes, weil
im Urtheile hier nur das in Betracht kommt, was auf die moglichen
Folgerungen Linfluss hat, Alles. was fir cine richtige Sehluss-
folge nithig ist, wird voll ausgedritekt; was aber nicht nothig ist,
wird meistens auch nicht angedeutet; nichis wird dem Errathen
itherigssen. Hierin folge ich gans dem Beispiel der mathematischen
Formelsprache. bei der man Subjoct und Pridicat auch nur gewalt:
samerweise unterscheiden kamn. Es Bisst sich eine Sprache
denken, in welcher der Satz: ,Archimedes kam bei der Eroberung
vou Syrakus um" in folgender Weise ausgedriickt wirde: ,der
gewaltsame Tod des Archimedes bei der Eroberung von Syrakus
ist eine Thatsache”., Hier kann man zwar auch, wenn man will,
Subject und Prddicat unterscheiden, aber das Subject enthdlt den

gauzen Inhalt, und das Pridicat hat nur den Zweck, diesen als
i*
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Urtheil hinzustellen. Eine solche Sprache wiirde nur ein ein ziges
Pridicat fir alle Urtheite haben, nimbich st eine Thatsuche™.
Man sicht, dass im gewdhulichen Sipne von Subject und Priidieat
hier keine Rede sein kann. Aine solche Sprache ist unsere Be-
griffsschrift und dus Zeichen }—— ist ihr gemeinsames Priidicat
fur alle Urtheile.

Bei dem ersten Entwurfe ciner Formelsprache liess ich mich
durch das Beispiel der Sprache verleiten, die Urtheile aus Subject
und Priidicat zusammenzusetzen. leh tiberzeugte mich aber bald,
dass dies meinem besondern Zwecke binderlich war und nur zu un-
nitzen Weitliufigkeiten fithyte.

§ 4. Die folgenden Bemerkungen sollen die Bedeutung der
Unteracheidungen, welche man in Bezug auf Urtheile wacht, fir
unsere Zwecke erliutern.

Man unterscheidet allgemeine und besondere Urthicile: dies
ist eigentlich kein Unterschicd dey Ustheile, sondern der Inhalie.
Mun sollle sagen: ,ein Uriheil von allgemeinem Inhulte”, neir Ur-
theil von besonderm Inhaite”. Diese Eigenschaften kommen nsm-
tich dem Inhalte auch zu, wemn er nicht als Urtheil hingestellt wird,
sondern als Sate, (Siehe § 2).

* Dasselbe gilt von der Verneinung. In cinem indirecten Beweise
sagt man z. B.: . gesetst, die Strecken 42 und €D wiren nicht
gleich.” Hier enthdlt der Inhalt, dass die Strecken 4# und €D
nicht gleich seien, cine Verncinung, aber dieser Inhalt, obgleich der
Beurtheilung fahig., wird doch nicht als Urtheil anfgestellt. Es
haftet also die Verneinung am Inhalte, einerlei ob dieser als Urtheil
auftrote oder nicht. Ich halte es daher fir angemessener, die
Yerneinung als ein Merkmal eines beurtheilbaren Inhalls anzusehen,

Die Unterscheidung der Urtheile in kategorische, hypothetische
und disjunctive scheint mir nur grammatisehe Bedeutung zu
liaben.*)

Das apodiktische Urtheil unterscheidet sich vom assertorischen
dadurch, dass das Bebtehon allgemeiner Urtheile angedeutet wird,
aus denen der Satz geschlussen werden kann, wihrend bei den
agsertorischen cine solehe Andeutung fehlt,. Wenn ich einen Satz
als nothwendig bezeichne, so gebe ich dadurch einen Wink tber
meine Urtheilsgrinde. D aber hierdurch der begriffliche halt

————

¥) Die Begrlindung wird aus der ganzen Schrite hervorgehen.
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des rihetls nicht berthet wird, so hat dic Form des apodiktischen
Urtheils fitr uns keine Bedeutung.

Wenn ein 8atz als mdglich hingestellt wird, so enthillt sich
der Sprechende entweder des Urtheils, indem er andeutet, dass
ihm keine Gesetzc bekannt seicn, aus denen die Verneinung folgen
witrde; oder er sagt, dass die Verncinung des Satzes in ihrer
Allgemeinheit falsch sei.  Im letzteren Falle haben wir ein par-
ticuldr hejahendes Urtheil®) nach der gewdhnlichen Bezeichnung,
nlig ist miglich, dass dic Erde einmal mit einem andern Welt-
kdrper zusammenstdsst” ist cin Beispiel fur den ersten, und eine
Erkiltung kann den Tod zur Folge haben® ist eins fir den
zweiten Fall,

Die -Bedingtheit.

§ 5. Wenn A4 und 7 beurtheilbare **) Inlralte bedcuten, so
giebt es folgende vier Moglichkeiten:
1) A wird bejaht und # wird bejaht;
2) .1 wird bejaht und /2 wird verncint;
3} A4 wird verneint und # wird bejaht;
4) A wird verneint und B wird verneint.
| 4
; |
bedeutet nun das Urtheil. dass die dritte dieser Moglichkeilen
nichi statifinde, sondern eine der drei andern. Wenn
A
]—-B
verneint wird, so besagt dies demnach, dass die dritte Maglichkeit
stattfinde, dass also 4 verneint und 7 bejaht werde,

Aus den Fillen, in denen

MT# A
-k
bejaht wird, heben wir folgende hervor:

1) A4 muss bejaht werden. Dann ist der Inhalt ven 2 ganz
gleichgiltig. 7. B. }—— 4 bedeute: 3><7 =21, 7 bedeute den
Umstand, dass die Sonne scheint. Es sind hier nur die beiden
ersten der genannten vier Fille méglich. Ein ursiichlicher Zu-

s

*y Siehe ¥ 12
“*y§2
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sammenhung zwischen beiden Inhalten brancht nieht vorhanden
zZu gein,

2) /2 iat zu verneinen. Danon ist der Inhalt von 4 gleick:
giltig. 7. B. 2 bedeuto den Umstand, dass ein Perpetuum mobile
mdglich sei, 4 den Umatand, dass die Welt uuendlich sei. Hior
ist nur der zweite und vierte der vier Fille moglieh, Ein wr
sitchlicher Zusammenhang zwischen 4 und # braucht nicht zu
hestehen.

3) Man kann das Urtheil

FTA
— B
fillen, ohne zu wissen, ob .f und # zu hejahen oder zu verneinen
sind. ks bedeute z B. # den Umstand, dass der Mond in Qua-
dratur steht, 4 den Umstand. dass er als Halbkreis erscheint. In
diesem Falle kann man
'-——“l A

— B

mit llilfe des Fugeworts ,wenn* itbersetzon: ,wemn der Mond in
Quadratur steht, so erscheint er alg Halbkreis“. Iie ursichliche
Verkntipfung, die in dem Worte ,wenn® liegt, wird jedoeh durch
unscre Zeichen nicht ausgedritekt, obgleich ein Urtheil dieser Art
nur aof Grund einer solchen gefillt werden kann. Denn diese
Verkndpfung ist etwas Allgemeines, dieses aber kommt hier noch
nicht zum Ausdrucke (Siehe § 12).

Der senkrechte Strich. welcher die beiden wagerechten ver-
bindet, heisse Bedingungssirich. Der links vom Bedinguugsstriche
befindliche Theil des oberen wagrechten Striches ist der Inbalts-
strich fitr die cben erklirte Bedeutung der Zeichenverbindung

y . e A .
—_— B ]
an diesem wird jedes Zeichen angebracht, das sich auf den Ge-
sammtinhalt des Ausdruckes beziehen soll. Der zwischen 4 und
dem Bedingungsstriche liegende Theil des wagevechten Striches
‘ist der Inhaltsstrich von 4. Der wagerechte Strieh links von #
ist der Inhaltsstrich von 2. :
Hierpach ist leicht zu erkennen, dass
=
| =&
' I""
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den Fall lengnet, wo 4 verncint, # und 7" bejaht wirden. Man

muss dies aus
A und I’

anl /]

ebenso zusammengesetzt denken, wie
A F-]

-
aus 4 und /. Zundchst haben wir daher die Verneinung des
Falles, wo

, A
—3
verncint, und I” bejaht wird. Die Verneinung von
, — A

I-“B
bedentet aber, dass 4 verneint und # bejaht wird. Hicraus er-
giebt sich, was oben angegeben ist. Wenn eino ursiichliche Ver-
kntipfung vorliegt, so kanr man auch sagen: ,4 ist die noth-
wendige Folge von £ und I'“; oder: ,wenn die Umstinde B und
I" eintreten, so tritt auch A ein®
Nicht minder erkennt man, dass
l—"—-"i r
— B
den Fall leugnet, wo # bejaht wird, 4 und I" aber verneint
werden,  Wenn man einen ursiichlichen Zusammenhang zwischen
4 und # vorsussetzt, kann man itbersetzen: ,wenn 4 die noth-
wendige Folge von 2 ist, so kann geschlossen werden, dass I”
atattfindet."
§ 6. Ausder in § 5 gegebenen Erklirung geht hervor, dass

aus den beiden Urtheilen

"-*—“-‘ 4 und l—-—ﬁ
— B

das neue Urtheil

F—4
folgt. Von den vier oben aufgezihiten Filien ist der dritte durch

—4

' — B ;

der zweite und vierte aber durch

s

susgeschlossen, sodass nur der erste itbrig bleibt.



Man kénnte diesen Sehluss etwa so schreiben:

! A
—B
i -2

| 4.

ies wilrde umstindlich werden, wenn an den Stellen von 4 und
# lange Ausdritcke stinden, weil jeder von ihnen doppelt zu
schreiben wiire. Deshalb branche ich folgende Abkitrzung. Jedes
Urtheil, welehes im Zusammenhange einer Beweisfithrang vorkommt,
wird durch eine Nummer bezeichpet. die da, wo dies Urtheil zum
ersten Male vorkommt, rechts daneben gesetzt wird, ¥s sei nun
beispiclsweige das Urtheil
—
- B
I — 4

A

— oder ein solehes, das als besondern KFall enthilt —

i
durch X bezeiclmet worden. Dann schyeibe ieh den Scehluss so:

f
o 8

—4 .
lierbei ist es dem Leser iiberlassen, sich aus f—— # und }—— 4
das Urtheil
l—'—““l 4
—B

zusammenzusetzen und zuzusehen, ob es mit dem angefithrten
Urtheile X stimmt.

Wenn beispielsweise das Urtheil f~—— 8 durch XX bezeiclmet
ist, 80 schreibe ich denselthen Schluss auch so:

(I
(XX) —k
1 4

Hierbei zeigt das doppelte Kolon an, dass hier auf andere Weise
als oben aus den heiden hingeschriebenen Urtheilen das dureh XX
nur angefithete f—— # gebildet werden milsse.

Witre noch etwa das Urtheil f—— I" dureh XXX bhezeichnet
worden, so witrde ich die beiden Ustheile

™



-4
B

- r
—4
—H

— 2

(XXX)::

(XX)::

noch ktivzer so sehreiben:

(XX, XXX):: -
—.7 .

In der Logik =zihit man nach Aristoteles eine ganze Reihe
von Schlussarten auf; ich bediene mich nur dicser cinen —
wepigatens in allen Fillen, wo aus mehr als einem einzigen Ur-
theile ein neues abgeleitet wird —, Man kann namlich die Walir-
heit, dic in cinver andern Sehlussart liegt, in cinem Urtheile aus-
sprechen in der Form: wenn M gilt, und wenn .V gilt, so gilt
auch A in Zeichen:

A
M
——N

Aus diesem Urtheile und }—— N und f—M folgt dann | A
wie oben.  So kann ein Schluss nach irgend ciner Schlussart
auf unsern Fall zuritckgefithrt werden. D)a es sonach moglich ist,
mit einer cinzigen Schlusaweise auszukommen, so ist es ein Gehot
der Uehersichtlichkeit, dies anch zu thun. Hierzu kommt, dass
andernfally auch kein Grund wire, bei den Avistotelischen Schluss-
weisen stehen zu bleiben, sondern dass man ins Unbestimmte
hinein immer noch neue hinzufiigen kdnnte: ans jedem in einer
Formel ausgedrtickten Urtheile in den §§ 13 bhig 22 kannte cine
besondere Schlussart gemacht werden.  fs soll mit dieser Be-
schrdnkung auf eine einzige Schiussweise jedoch leineswegs ein
psychologischer Satz  ausgesprochen  werden, sondern nur vine
Formfruge im Sive der  grissten Zweckmissigheil entschieden
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werden. Finige von den Urtheilen, die an die Stelle von Aristo-
teliseien Schlussarten treten, werden in § 22 No. 59, 62, €5
aunfgefithrt wevden,

lie Verneinung.

§ 7. Wenn an der untern Seite des Inhaltsatriches ein kleiner
senkrechter Strich angebracht wird, so soll damit der Umstand
ausgedriickt werden, dass der Inhalt nicht statifinde. 8o be-
deutet z. B,

I, 4
oA findet nicht statt”. Ich nenne diesen kleisen sonkrechten
Strich den I'erncinungssivich.  Der rechts vom Verneinungsstriche
befindliche Theil des wagerechten Striches ist der Inhaltastrich von
Ay der links vom Verncinungsstriche befindliche Theil dagegen ist
der Inhaltsstrieh der Verneinung von 4. Ohne den Urtheilsstrich
wird bier so wenig wic anderswo in der Begviffsschrift ein Urtheil
gefilit.

e A
fordert nur dazs auf, die Vorstellung an bilden, dass A nicht
stattfinde, ohne anszudritcken, ob diese Vorstellung wahr sei.

Wir betrachten jetzt cinige Falle, in denen die Zeichen der
Bedingtheit und der Verneinung mit einander verbunden sind.

t 4
— B
bedeutet: .der Fall, wo £ zu bejahen und die Verneinung von .
zw verneinen ist, findet nickt statt“; mit andern Worten: .dic
Moglichkeit beide, .4 und 7, zu bejahen besteht nicht*: oder ,.4
und £ sehliessen einander auns®. ks bleiben also mur folgende
drei Fille iibrig:
4 wird bejaht und & wird verneint;
A4 wird verneint und & wird bejaht;
1 wird verseint und £ wird verneint.
Nach dem Vorhergehenden ist lcicht anzugeben, welche Bedeu-
tung jeder der drei Theile des wagercchten Striches vor 4 hat
Es bedeutet

8
Jder Fall. wo 4 verneint und die Verneinung von B bejaht wird,
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hesteht nicht®; oder - ,beide, 4 und £, konnen nicht verneint
werden®. s bicihen nur folgende Moglichkeiten itbrig:

A wird bejaht wnd B wird bejaht;

A wird bejaht und B wird verneint;

A4 wird verneint und 5 wird bejaht,
.1 und # crschopfen zusammen die ganze Moglichkeit. Die Worter
yoder* und ,entweder — oder® werden nun in zweifacher Weise

gebraucht:
oA oler BY

bedeutet crstens nur dasselbe wie

R |
also dass ausser 4 und & nichts denkbar ist. Z. B.: wenn eine
Gasmasse erwitrmt wird, so vermehrt sich ilr Volumen oder ihre

Spaunung. Zweitens vereinipgt der Ansdruck
oA oder B

die Bedeutungen von
A

D

1

in sich, sodass alsv erstens ausser 4 und /' kein Drittes mdglich
ist, und dass zweitens 4 und £ sich susschliessen. Von den
vier Moglichkeiten bleiben dann ' nur dic folgenden beiden be-
stehen:

“T:A und von |

A wird bejaht und & wird verneint;
A wird verneint uud £ wird bejaht,
Von den beiden Gebrauchsweisen des Ausdruckes ,.4 oder
# ist die cvstere, bei der das Zusammenjestehen von .1 und %
nicht ausgeschlossen ist, die wichtigere, und wir werden das Hort
Hoder® in dieser Bedeutung gebranchen. Vielleicht ist es an-
gemessen swischen joder® und ,entweder — oder den Unter-
schied zu machen, dass nur das Letztere die Nebenbedeutnug des
sich gegenscitiz Ausschliessens hat. Man kaun dann

| &
1
itbersetzen dureh .. oder 4“. Ebenso hat
S Tﬂ y
s
A
dic Bedeutung von ,.1 oder # oder 17
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. 4
S /1
hedeutet:
l il 1"
. “I”

wird verneint®, oder ,der Fall, wo ./ und 2 heide bejaht werden,
tritt ein, Die drei Maglichkeiten, welche bei

A

— N
bestehen blichen, sind dagegen ausgeschlossen. Demnach kann man

|—r—!—rff

- R

ithersetzen: JDeide, A und 7, sind Thatsschen®,  Man sieht ateh
leieht, dass
(. r 1 A
Lo
r
dureh 4 und # und [¥ wiedergegeben werden kann,  Will man

qentweder 4 oder A% mit dev Nebenbedeutung des sich Aus-
o
4

sehlicssens in Zeichen darstellen, so muss man | T und
A 4 "
} B ausdrilcken. Dies giebt:
]

v i e 4 '“i""l"r“ A

—F ader auch w8

e oA

TR — 8-

Statt, wic hier geschehen, das ,und® durch die Zeichen der
Bedingtheit und der Verneinung auszudriicken, kénnte man auch
umgekehrt die Bedingtheit dareh ein Zeichen fitr und* mnd dag
Zeichen der Verneinung darstellen. Man kinnte etwa

[ |

|4 .
als Zeichen fitr den Gesammtinhalt von /' wnd A4 einfithren
und duann
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A

JUTR 4

b
durch
'“T‘ A
"N on
wiedergeben, Iech habe die andere Weise gewithlt, weil der
Schluss mir bei dieser cinfscher ausgedriteckt zu werden schien.
Der Unterschied zwischen und” und ,aber® ist von der Art, dass
er in dieser Begrifisschrift nicht ansgedrickt wird, Der Sprechende
sebrancht ,uber, wenn er cinen Wink geben will, dass das FFol-
gende von dem verschieden sei, was man zuuwiichst vermuthen
kinnte, )
b A
— 0
bedeutet: ,von den vier Moglichkeiten trits die dritte, nilmlich dass
A4 vorneint und # bejaht werde, ein.  Man kaun daher Ubersetzen:
o0 und (aber) nicht . findet statt®,
[ibeuso kann man dic Zeichenverbindnug

i &
r“'r“ A
fibersetzen,
\, - &
R |

bedeutet: ,der Full, wo .f und # beide verseint wevden, tritt cin®,
Man kaun daher itbersetzen:
gweder o noch 2 ist cine Thateuache™.
Die Worter: ,oder®, ,ud, .weder —-noch* kommen hicr
selbstverstindlich nur insofern in Betracht, als sie bewrtheilbure
Inhalte verbinden.

Die Inhaitsgleichkheit.

§ 8. Die Inhaltsgleichheit unterscheidet sieh dadurch von
der Bedingtheit und Verneinuug, dass sie sich auf Namen, nicht
auf Inhalte beziebt, Wiikrend asonst die Zeichen lediglich Ver-
treter ibres Inhaltes sind, sodass; jede Verbinduug, in welche
sie treten, nur eine Beziehung ihrer Inhaite zum Ausdrucke bringt,
kelren sie plotzlich iby eignes Selbst lervor, sobald sie durch
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das Zeichen der Inhaltsgleichheit verbanden werden; deun e wird
dadurch der Umstand bezeichnet, dass zwei Namen deunselben
uhalt haben,  So it denn wmit der Einfitheung eines Zeichens der
Inhaltsgleichhicit nothwendig die Zwiespiltigkeit in der Bedeatung
aller Zeichen gegeben. indem dieselben bald fitr ihiren Inhalt, bald
fir gich sclber steben,  Dies erweekt zunidehst den Anschein, als
ob es sich hier um ctwas handle, was dem Auwsdricke allein, nicht
dem Devken angehire, und als ob man gar nicht verschicdener
Zeichen fitr denselben Inhalt und also anch keines Zeiehens fir
dic Inhaltsgleichheit bediife.  Um dic Niehtigkeit dicses Scheines
klar 2u legen, withle ich folgendes Beiapiel aus der Geometrie.
Aufl einer Kreislinie liege ein fester Punkt .1, um den sich ecin
strabhl drehe. Wenn der Letztere einen Durchmesser bildet, nennen
wit das dem 4 entgegengesetzte Ende desselben den zu dieser Lage
gehiivigen Punkt 220 Daon nennen wir ferner denjenigen Schnittpunkt
heider Linien den zu der jedesmaligen Liage des Straliles gehirigen
Puankt #, weleher sich aus der Regel ergiebt. dass stetigen Lagen-
inderungen des Strables immer stetige Lagensinderungen von /7
entsprechen sollen.  Der Name /7 bedeutet also so lange etwas
Unbestimmntes, als noch nicht die zugehdrige Lage des Strahles
angegeben ist.  Man kaun nun fragen: welcher Punkt gehdrt dey
Lage des Strahles an, in der er zum Durchmesser senkrecht stehi?
Die Auntwort wird sein: der Punkt 4. Der Nawme 2 hat also in
dicsem Falle denselben Inhalt wie der Name .; und doch kinnte
wan nicht ven vornherein nur Kinen Namen brauchen, weil erst
durch die Antwort die Rechifertignng daliir gegeben ist.  Derselbe
Punkt ist in doppelter Weise bestimmt:

1} unmittelbar du;'cll die Anschauung,

2} als Punkt 7%, welcher dem zum Durchmesser senkrechten

Strahle mugehort.

Jeder dieser beiden Bestimmungsweisen entspricht ein be-
sonderer Name. Die Nothwendigkeit ecines Zeichens der Inhalts-
gleichheit bernbt also anf Folgendem: derselbe Inlialt kann auf
verschicdene Weison vollig bestimmt werden; dass aber in einem
besondern Falle durch zwei Bestimmungsweisen wirklich Dasselbe
gegeben werde, ist der Inhalt eines Urtheils, Bevor dies erfolgt
ist, miissen den beiden Bestimmnungsweisen entsprechend zwei ver-
schiedene Namep dem dadurch Bestiumten verliechen werden. Das
Urtheil aber bedari zu seinem Ausdrucke eines Zeichens der Iu-
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haltsgleichheit, welches jene beiden Namen verbindet,  ilieraus
geht hervor, dass die verschicdenen Namen fily denselben Inlall
nieht immer blos eine gleichgilige Forumache sind. sondern dass
sie dag Wesen der Sache sclbst betreffen, weun sic wit  ver-
achicdenen Bestimmungsweiscu zusammenbiingen,  In diesem Falle
ist das Urtheil, welches die Inhaltsgleichheit zwm Gegenstande hat,
im kantischen Sinne ein synthetisehes, Ein mehr dusserer trund
zur Einfthrang eines Zeichens der Inhaltsagleichheit liegt darin,
dass o8 suweilen zweckmiisgig ist, an der Stelle eines weitlinfigen
Ansdrucks eine Abkivzung einzufiihgen.  Daun hat man  die
Gleichheit des Inhalts dev Abkirzong wed der  wrsprilnglichen
Form auszndrilcken.

Es bedeute nun

i'*‘“:“ (1 I):

das Zeichen A4 und das Zeichen B haben denselben begrifflichen
fihalt, soduss man iherall an die Stelle v A £ selzen kann und

umgekehrt.

bie Funetion

§ 9. Denken wir den Umstand, dass Wassersioffgas leichter
als Koblensiuregas ist, iu unsever Formelsprache ausgedrickt, so
konnen wir an die Stelle des Zeichens fily Wasserstofigas das
Zeichen fiir Sauerstofigas oder das fur Stickstoffgas einsetzen.
Hierdurch indert sich der Sinn in der Weise, dass »Sanerstofigas®
oder ,Stickstoffgas” in dic Bezichungen ecintriif, in denen zuvor
,Wasserstofigns® stand. Indem wan einen Ausdruck in dieser
Weise verinderlich deukt, zerfullt dersclbe in cinen bleibenden
Bestandtheil, der die Gesammtheit der Bezichungen darstellt, nnd
in das Zcichen, welches durch andere ersetzbar gedacht wird, und
welches den Gegenstand bedeutet, der in diesen Beziehungen sich
befindet. Den ersteren Bestandtheil peune ich Function, den
letzteren ibr Argument. Dicse Unterscheidung hat mit dem be-
grifitichen Inhalte nichts zu thun, sonderu ist allein Bache der
Auffassung. Withrend in der vorbin angedeuteten Betrachtungs-
weise ,,Wasserstoffgas” das Argument, ,leichter als Kohlonsiuregas
su sein® die Funetion war, konunen wir denselben begrifflichen
Inhalt agch in der Weise auffassen, dass ,Kohlensiuregas® Ar-
guntent, ,schwerer als Wasserstoffgas zu sein® Function wivd, Wir
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brauchen dann war ,Kohlenshurcgas” durch andere Vorstellungen,
wie ,Salzsiuregas®, ,Ammoniakgas® ersetzbar zn denken.

phler Umstand, dass Kohlengiiuregas schiwerer ala Wasserstoft-
gas jat

und
~der Umstand, dass Kohlensfuregas schwerer als Saunerstoff-
gas ist®
sind dieselbe Funefion mit verachiedemen Argumenten, wenn man
pWasserstoffigas® und Saucrstoffgas” als Argumente betrachtet;
sic sind dagegen verschiedene Functionen desselben Argumeuts,
wenn man ,,Kohlensiuregas® als dieses ansieht.

Es diene noch als Beispiel ,der Umstand, dass der Massen-
mittelpunkt des Sonnensystems keine Beschleunigung hat, falls
unr innere Krifte i Senunensysteme wirken®, Hier kommt ,Sounnen-
system“ an zwei Stellen vor. Wir konnen dies daher in ver-
schiedener Weise als Function des Argumentes ,Sonnensystem®
autfassen, jenachdew wir .Sonnensystem® an der evraten oder an
der zweiten oder an beiden Stellen durch Anderes — jm letzten
Falle aber beide Male dureh Dasselbe — ersetzbar denken. Diese
drei Functionen sind simmtlich verschieden. Dasselbe zeigt der
Satz, dass Cato den Cato tddtete. Wenn wir hier ,Cato* an der
ersten Stelle crsetzbar denken, so ist ,den Cato zu todten® die
Function; denken wir ,Cato” an der zweiten Stelle ersetzbar, so
ist ,von Cato getddtet zu werden" die Function; denken wir
endlich ,Cato” an beiden Stellen ersetzbar, so ist ,sich selbst zu
tidten die Function.

Wir drticken jetzt die Sache allgemein aus:

Wenn in eivem Ausdrucke, dessen Inhalt micht beurtheilbar
2u sein braucht, ein einfuches oder zusammengeselzies Zeichen an
ciner oder an mehren Stellen vorkommt, und wir denken es an
allen oder einigen dieser Stellen durch Anderes, iberall aber durch
Dussellbe ersetzbar, so nennen wir den hierbei unverdinderlich er-
scheinenden Theil des Ausdruckes Function, den ersetzburen ihr
Argument,

Da demnach etwas als Argument und zugleich an solchen
Stellen in der Function vorkommen kann, wo es nieht ersetzbar
gedacht wird, so unterscheiden wiv in der Function die Arguments-
stetlen von den ilbrigen. :
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Ks mbge hier vor eincr ThHuschung gewarnt werden, zu
welcher der Sprachgebrauch leicht Veranlassung giebf, Wenn
man die beiden Sitze:

Haie Zahl 20 ist als Summe von vier Quadratzahlen darstellbar®
und

pjede positive ganze Zahl ist als Summe von vier Quadrat-

zahlen darstellbar®
vergleicht, 8o scheint es wmdglich zu sein, ,als Summe von vier
Quadratzahlen darstellbar zu sein” als Function aufzufassen, die
einmal als Argument ,dic Zahl 209 das andre Mal ,jede positive
ganze Zall® hat. Die Irrigkeit dieser Awnflassung erkennt man
durch dic Bemerkung, dass .die Zall 20“ und . jede positive
ganze Zshl* nicht Begriffe gleichen Rangea sind, Was von der
Zahl 20 ausgesagt wird, kant nicht in demeselben Sinne von ,jede
positive ganze Zahl®, allerdings aber unter Umetinden von jeder
positiven ganzen Zalll ausgesagt werden. Der Ausdruck ,jede
positive ganze Zahi giebt nicht wie ,die Zahl 20“ far sich allein
eine selbstindige Vorstellung, sondern bekommt erst durch den
Zusammenhang des Satzes einen Sinu,

Fiir uns haben die verschiedenen Weisen, wie derselbe be-
griffliche Inhalt als Function dieses oder jenes Arguments aunf-
gefasst werden ksun, keine Wichtigkeit, solange Function und
Argument vollig bestimmt sind. Wenn aber das Argument un-
bestimmt wird wie in dem Urtheile: ,du kannst als Argument fiir
apdl8 Summe von vier Quadratzahlen darstellbar zu sein““ eine
beliebige positive ganze Zahl nebmen: der Satz bleibt immer
richtig, so gewinnt die Unterscheidung von Function und Argu-
ment cine inhaltliche Bedentung. BEs kann auch umgekehrt das
Argument bestimmt, die Funection aber unbestimmt sein. In heiden
Fillen wird durch den Gegensatz des Bestimmten uad Unbestimmien
oder des mehr und minder Bestimmten das Ganze dem Inhalte
nach und nicht nur in der Auffassung in Function und Argument
zerlegt.

Wenn man in einer Function ein bis dahin als unersetzbar
angesehenes Zeichen*) an einigen oder allen Stellen, wo es vor-
kommt, ersetzbar denkt, so erhilt mun durch diese Auffassungs-

*) Es kann auch ein schom vorher ersetzbar
solchen Stellen, wo es bisher als bleibend ange
falls uls ersetzbar aufgefasst werden.

Frege, Formolapruche.

Nt
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weise eine Function, die ausser den bisherigen noch ein Argument
hat. Auf diese Weise entstehen Functionen wvon zwei wund mehr
Argumenten. So kaun z B. ,der Umstand, dass Wasserstoffgas
leichter als Kohlensturegas ist“ als Function der beiden Argumente
pWasserstoffgas” und ,Kolilensiiuregas® aufgefasst werden.

Das Subject ist in dem Sinnc des Sprechenden gewdhnlich
das hauptsiichliche Argument; das niichst wichtige erscheint oft
ls Objeet, Die Sprache hat durch die Wahl zwischen Formen
und Wortern. wie
Activumm — Pasgivum,
schwerer — leichter,

geben -— empfangen
die Freiheit, nach Belichen diesen oder jenen Bestandtheil des
Satzes als hauptsiichliches Argument eracheinen zu lassen, oine
Frejheit. die jedoch durch den Mangel an Wortern beschriankt ist.

§ 10, Um eine unhestimmie Function des drgumentes A4 aus-
zudriicken, lassen wir 4 in Klammern cingeschlossen auf einen
Buchstaben folgen, 2. B.:

b (4,
Ebenso hedeutet
¥ (4, B
eine Function der beiden Argumente 4 und B, die nicht niiher
bestimmt ist. Hierbei verireten die Stelien von A und 8 in der
Klammer die Stellen, welche A wnd B in der Function einnehmen,
einerlei ob dies einzelne, oder filr 4 sowohl wie fir # mehre sind.
Daoher ist
W (4, B) von ¥ (B, A)
im Allgememen verschieden.
Diesem entsprechend werden unbestimmte Funetionen mehver
Argumente ausgedritckt.

Man kann — 9 (4)
lesen: 4 hat die Eigenschaft &,

mag itbersctzt werden durch ,,2 stebt in der P-Begiohung zu A%
oder B ist Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens % auf den
Gegenstand A4,
Da in dem Ausdrucke
‘ P (H)

das Zeichen @ au einer Stelle vorkommt, und da wir es dureh
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andere Zeichen ¥ X erce'zt denken kdénnew — wodurch dann
andere Functionen des Argumentes 4 ausgedrickt wirden —,
co kann man @ (4) als eine Function des Argumentes & auf-
fassen. Man sicht hieran besonders klar. dass der Functions-
begrift der Analysis, dem ich wich im Allgemeinen angeschlossen
habe. woit beschriinkter ist ala der hier entwickelte.

Die Allgemeinheit,

§ t1. In dem Ausdrucke eines Urtheils kann man die rechts
von |—— stehende Verbindung von Zeichen immer als Function
eines der darin vorkommenden Zeichen ansechen. Selfzt man an
die Stelle dieses Argumentes einen dewtschen Duchstaben, und
giebt man dem Inhalisstriche eine Hohlung, in der dieser selbe
Buchstabe steht, wie in

i a (@),

so bedewlet dies das Urtheil, dass jene Function eine Thatsache
sei, was man auch als ithr Argument ansehen mige. Da ein als
Functionszeichen wie @ in & (4) gebrauchter Buchstabe selbst als
Argument einer Function angesehen werden kann, so kanu an die
Stelle desselben in dem Sinne, der eben festgesetzt ist, ein
deutscher Buchstabe treten. Die Bedeutung eines deutschen Buch-
staben ist nar den selbstverstindlichen Beschriinkungen unter-
worfen, dass dabei die Beurtheilbarkeit (§ 2) einer auf einen
Inhaltastrich folgendenr Zeichenverbindung unberithrt bleiben muss,
und dass, wenn der deutsche Buchstabe als Functionszeichen suf-
tritt, diesem Umstande Rechnung getragen werde. Alle dbrigen
Bedingungen, denen das unterworfen sein muss, was an die Stelle
eines deutschen Buchstaben geselzt werden darf, sind in das Ur-
theil aufzunehmen. Aus einem solchen Urtheile kann man daher
immer eine heliabige Menge von Urtheilen mit weniger allgemeinem
Inhalte herleiten, indem man jedes Mal an die Stelle des deutschen
Buchstaben eiwas Anderes einsetzt, wobei dann die Hohlang im
Inhaltsstriche wieder verschwindet. Der links von der Héhlung
befindliche wagerechte Strich in

Fi-a@W

ist der Inhaltsstrich dafir, dass & (o) gelte, was man auch an dic
Stelle von & setzen mige, der rechis von deir Hohlung befindliche
¥
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ist der Inhaltsstrich von P (a). wobei an die Stelle von a etwas
Bestimmtes eingesetst gedacht werden muss.

Nach dem, was oben iber die Bedeutung des Urtheilsstriches
gesagt worden, ist leicht zu selien, was ein Ausdruck wie

X

bedeutet. Dieser kann als Theil in ecinem Urtheile vorkommen
wie .
I A
Le x (o)
2o x@.

Eg ist einleuchtend, dass man aus diesen Urtheilen nicht wie aus

8 e

durch Kinsetzen von etwas Bestimmten an die Stelle von weniger
allgemeine  Lrtheile ableiten kann. Durch {2 X (0) wird
verneint, dass X (a) immer cine Thatsache sei y Was man anch an
die Stelle von a setren mdge. MHiermit ist keineawegs geleugnet,

dags man fdr a cine Bedeutung 4 angeben kanne, sodass X ()
cive Thatsache sei,

bedeutet, dass der Fall, wo —2— X(a) bejaht and 4 verneint
wird, uicht eintritt, Hiermit ist aber keineswegs verneint, dass
der Fall, wo X(4) bejaht und A verneint wird, eintrete; denn,
wie wir eben sahen, kann X(4) bejaht und doch —2.— X{a) ver-
neint werden. Also auch hier kann man nicht etwas Beliebiges
an die Stelle von a setzen , ohne die Richtigkeit des Urtheils zu
gefihrden. Dies erklivt, weshalb die Hohlung mit dem hinein-
geschriehenen deutschen Buchstaben ndthig ist: sie grenst das
Gebiet ab, auf welches sich die durch den Buchstaben bezeich-
nele dllgemeinheit bezieht.  Nur innerhalb seines Gebietes hdit
der deutsche Buchstabe seine Bedeutung fest; in einem Urtheile
kaun derselbe deutsche Buchstabe in verschiedenen Gebieten vor-
kommen, ohne dass die Bedeutung, die man ihm etwa in dem
cinen beilegt, sich auf die tibrigen miterstreckt. Das Gebiet eines

deutschen Buchstaben kann das eines andepn einschliessen, wie
das Beispiel
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Fﬁ'[—*"‘ A(n)
~&— n{a, ¢
zeigt., In diesem Falle missen sie verschieden gewihlt werden;
man dirfte nicht statt ¢ a setzen. Es ist natiirlich geatattet, einen
dentschen Buchstaben ttberall in ‘seinem Gebiete durch einen be-
stimmten andern zu ersetzen, wenn nur an Sfellen, wo verher
verschiedene Buchstaben standen, auch nachher verschiedene stelen.
Dies ist ohne Einfluss auf den Inhalt. Andere Ersetzungen sind
nur dann erlaubt, wenn die Hohlung wnmittelbar auf den Ur-
theilsstrich folgt, sodass dor Inhalt des ganzen Urtheils das Gebiet
des deutschen Buchstaben ausmacht. Weil dieser Fall demnach
ein ansgezeichneter ist, will ich fitr ihn tolgende Abktirzung ein-
fithren. Ein lateinischer Buchstabe habe als Gebiet immer den
Inhalt des ganzen Urtheils, ohne dass dies dwreh eine Holilung
im Inhaltsstrich bezeichnet wird, Wenn *ein latcinischer Buchstabe
in einem Ausdrucke vorkommt, dem kein Urtheilgstrich vorher
geht, so ist dicser Ausdruck sinules, Ein lateinischer Buchstabe
darf immer durch einen deutschen, der noch nicht im Urtheile
vorkommt , erselzt werden, wobei die Hohlung unmittelbar nach
dem Urtheilsstriche anzubringen ist. 4. B. kann man statt

b —X (@)
getzen

2 X (),
wenn ¢ nur an den Argumentsstellen in X (e) vorkowmt,

Auch ist endeuchiend, dass man aus

3 & (u)
y

ableiten kann

| L@
- 4.
wenn A ein Ausdruck ist, in welchem o nicht vorkommt, und
wenn a in D (@) nur an den Argumentsstelien steht. Wemn
~8 _ & (0) verneint wird, so mnss mgan eine Bedeutung fir @ an-
geben konnen, sodass @ (@) verneint wird, Wenn aleo — S — b (n)
verneint und . bejuht wiirde, so miisste man eine Bedeutung fir
¢ angeben kinnen, sodass 4 bejaht und & (a) verneint wirde.
Dies kann man aber wegen'
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X . @(a)
A
nicht; denn dies bedoutet, dass, was anch « sein mige, der Fall, -
wo @ (a} verucint und 4 bejaht wiirde, ausgeschlossen sei. Daher
kano man nicht -& . 4 (a) verneinen und A bejahen; d. h.:

L @
A .
Ebenso kann maun aus

folgern

wenn @ in A wnd £ nicht vorkommt und @ (a) nur an den Argu-

inentsstellen « enthilt, Dieser Fall kann auf den vorigen zurilek-
gefithyt werdon, da man statt

- - ®@
- ‘4
.
= tA
B

e

setzen und

wieder in

verwaudeln kann.  Aehnliches gilt. wenn noch mehy Bedingungs-
striche vorhanden sind,

§ 12. Wir betrachten jetzt einige Verbindungen von Zeichen,
'“‘. \.q-' — -l\’ (ﬁ"
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bedentet, dass man etwas, z. B. 4, finden kdnne. sodass X (A1) ver-
neint werde. Man kann daher tibersetzen: ,es gichbt einige Dinge,
die nicht die Eigenschaft X haben."

Hiervon abweichend ist der Sinn von

2 - X(a).
Dies bedeutet: . wsas auch a sein mag. X(a) ist immer zu ver-
neinen”, oder: .ctwas, was die Eigenschaft X habe, giebt es nicht";
oder. wenn wir etwas, was die Bigenschaft X hat. cin X nennen:
~es giebt kein X

—& + A(0) wird verneint durch

a —_
"‘i‘“‘—’“l A(“) ’
Man kann es daher tibersetzén: ,es giebt A4'3“.°)
-2 —P@)
- X ()

bedeutet: .was man auch an die Stelle von a setzen mige, der
Fall, dass P(a) vernciut und X(a) bejaht werden musste. kommt
nicht vor, Da ist ¢s also moglich, dass bei cinigen Bedeutungen,
dic man dem a geben kaunn.

P{a) zu bejahen und X (o) zu bejahen, bei andern

P(a) zu bejahen nnd X(a) su verneinen, bei noch andern

P(a) zn verneinen und X(a) za verneinen wire,
Man kann daber ibersetzen: .,wenn etwas die Eigenschaft X hat,
a0 hat es auch die Eigenschaft P¥, oder ,jedes X ist ein P,
oder .alle X's sind P's"

Dies ist die Art, wie ursichliche Zusammenhinge ausgedriickt
rerden. "

|--£,T,~ Pa)

— ¥(a)
bedeutet: ,dem o kann keine solche Bedeutung gegeben werden,
dass P(a) und .¥(n) beide bejaht werden konnten“, Man kann

*) Dies ist su zu verstehen, dass ¢s den Fall ,es giebt ein 4« mit.
umfasst. Wenp z. B. 4(x) den Unistand bedeutet, dass 2> ein Haus iat,
8o heisat

b2 A(q)
wes giebt Hiduser oder mindestens Ein Haus*'. Vgl, § 2, Aom. 2.
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daher dthersetzen: .was die Eigenschaft % hat, hat nicht die
Kigenschaft P+, oder ,.kein ¥ ist oln P,

— A(a)
verneint —& —— P(a) und kann daher wicdergegeben  werden

- A4(Q)
durch: .cinige A's sind nicht P's*,

lﬁ—&-rr Pla)
— M{a)
leugnet. dass kein M cin P gei, und bedeutet daher: ..einige)
M's siud Py oder: Les ist moglich, dass ein M cin P s
So ergiebt sich dic Tafel der logischen Gegensiitze:

a a

‘““"’"{— Pa) contrity l' P
- X{(a - X{(a)

8 \ 8

u % » .\@S} u

b 2, & b

R * Y a

I " }

« t > ’of t

c \q’ Gp, e

< % -

r te eé ¥

n n

a

=y Pla) contrir --1—&7-— Pla)
— X(a) — X{a)

. Y Das Wort .einigo ist hier hwmwer so »u verstohen, dass es den
Fall .cin® mit omfasst.  Weitliiutiger wiliede wan sagen: . cinige oder
windostens doch ein~,




I1. Darstellung und Ableitung einiger Urtheile
des reinen Denkens.

§ 13. FKEinige Grundsitze des Denkens sind schon im ersten
Abschnitte herangezogen worden. um in Regeln fiir die Anwendung
unserer Zeichen verwandelt zu werden. Diese Regeln und die
Gesetze, deren Abbilder sie sind, kdonnen in der Begriffaschrift
deshalb nicht ausgedriickt werden, weil sie ihr zu Grunde liegen.
In diesem Abschnitte sollen nun einige Urtheile des reinen Denkens,
bei denen dies mdglich ist, in Zeichen dargestellt werden, Iis liegt
nahe, die zusammengesetsteren dieser Uriheile aus einfacheron
abzuloiten, nicht um sie gewisser zu machen, was meistens un-
ndthig wiire, sondern um die Begishungen der Urtheile zu einander
hervortreten zu lassen. Es ist offenbar nicht dasselbe, ob man blos
die Gesetze kennt, oder ob man auch weiss, ‘wie die einen durch
die andern schon mitgegeben sind, Auf diese Weise gelangt man zu
einer kleinen Anzahl von Gesetzen, in welchen, wenn man die
in den Regeln enthaltenen hinzanimmt, der Inhalt aller, obschon
unentwickelf, eingeschlossen ist. Und auch dies ist ein Nutzen der
ableitenden Darstellungsweise, dass sie jenen Kern kennen lehrt
Da man bei der unitbersehbaren Menge der aufstelibaren Gesetse
nicht alle aufziihlen kann, so ist Vollstindigkeit nicht anders als
durch Aufsuchung derer zu erreichen, die der Kraft nach alle in
sich schliessen. Nun muss freilich zugestanden werden, dass die
Zurtickfthrung nicht nur in dieser einen Weise moglich ist. Daher
werden durch eine solche Darstellungsweise nicht alle Bezichungen
der Gesotze des Denkens klar gelegt, Es giebt vielleicht noch
e¢ine andere Reihe von Urtheilen, aus denen ebenfalls, mit Hin-
zunahme der in den Regeln enthaltenen, alle Denkgesetze ab-
geleitet werden konnen. Immerhin ist mit der hier gegebenen
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Zurtickfithrangsweise cine solche Menge von Beziehungen dargelegt,
dass jede andere Ableitung sehr dadurch erleichtert wird.

Die Zahl der Sitze. die in der folgenden Darstelling den
Kern bilden, ist neun, Von diesen beddrfen drel, die Formeln 1.
2 und 8. zn ihrem Ausdrucke, abgesehen von Buchstaben, nar des
Zoichens der Bedingtheit; drei. die Formeln 28, 31 und 41, ent-
halten dazu noch das Zeichen der Verneinung. zwei, die Formeln
52 und 54, das der Inhaltsgleichheit, und in einem, Formel A8,
kommt die Hdhlung des Inhaltastriches sur Verwendung,

Die folgende Ableitung wilirde den Leser ermitden, wollte er
sic in allen Einzelheiten vorfolgen; sie hat nur den Zweck, die

Antwort fir jede Frage iber die Abfolge eines Gesetzes bereit
zu halten.

§ 14. }--- --a

7 (1.
besagt: .der Fall, wo @ verneint,  bejaht und @ bejaht wird, ist
ausgeschlossen®.  Lies leuchtet ein, da @ nicht zugleich verneint
wnd bejaht werden kann. Man kann das Urthei! auch so in
Worten ausdriicken: ,wemn cin Satz @ gilt, so gilt er auch, falls
cin belichiger Satz b gilt. s bedeute 2.B. a den Satz, dass die
Summe der Winkel im Dreiecke ABC zwei Rechte betrage;

6 den Satz, dass der Winkel 4#¢C ein Rechter sei.
Dann erhalien wir das Urtheil: ,wenn die Summe der Winkel
im Dreiecke 420" zwei Rechte betriigt, so gilt dies auch fir den
Fall. dass der Winkel A£C ein Rechter ist*.

Die 1 rechts von p————a ist die Nummer dieser Formel.

Bt/
;

a
— L
e
S—
—
e e Y,
b

, —¢ (2.

bedeutet: .der Fall wo
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verneint und

e —
—

e &

bejaht wird, findet nicht statt™,

Al

A &
1 b
' ¢

bedeuntet aber den Umstand. dass der Fall, wo a verncint, b bejaht.
und ¢ bejaht wird, ausgeschlossen sei. Die Verneinung von

nagt, dass —--—na verncint und -—— & bejaht wevde, Die Ver-

¥

— \

neinung von ~— @ aber bedeutet, dass @ verneint, ¢ bejaht
{
— ¢

werde. Die Verneinung von

‘ .a
—b
| e
bedeutet also, dass a verneint, c bejaht, ——--b bLejait werde.
—¢
Die Bejashung von ———b und ¢ gioht aber die Bejahung von

|
b nach sich. Daher hat die Vernelnung von
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o a
L

b
—_—

die Verncinung von ¢ and die Bejahung von & und wvon ¢ sur
Folge. Diesen 1Pall sehlicsst die Bajahung von

—r—a

-

—
grade aus. I8 kann also der Fall, wo

oy @
S

o ¢

verneint wnd

bejaht wird, nicht stattfinden, und dies behauptet das Urtheil

V- —a
— e
~—— b
e
e e m we a
s
.

Fiir den Fall, dass ursichliche Verkniipfungen vorliegen, kann
man dies anch so ausdriicken:
awenn cin Satz (¢) die nothwendige Folge von zwei Sitzen
Ty
(b und ¢) ist ( Y
= ¢
wieder die nothwendige Folge des andern {c) ist, s0 iat der
Satz (@) die nothwendige Folge dieses lotzien (c) allein.

), und wenn der eine von ihnen )
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g bedeute z. B.

¢. dass in einer Zahlenreihie Z jedes nachfolgende Glied grisser
als das vorangehende sei;
b, dass cin Glied M grosser als L sei;

@, dass das Glied N grosser als L sei.

Dann erhalten wir folgendes Urtheil:

«wenn aus den Sitzen, dass in der Zablenreihe Z jedes fol-
gende Glied griosser als das vorangehende ist, und dass das
Glied M grosser als L ist, geschlossen werden kann, dass
das Glied ¥ grosser als L ist, und wenn aus dem Satze, dass
in der Zahlenreihe Z jedes nachfolgende Glied grosger als
dag vorangehende ist. folgt, dass M grosser als Z ist, 8o kaun
der Satz, dass N grosser als L ist, aus dem Satze geschlossen
werden, dass jedes nachfolgende Glied in der Zahlenreihe Z
grosser als das vorangehende ist*.

§ 15. I
2 e
—
Iy,
e g
=
c
(1) R
1 . a iU /|
l I“ c ' I e e
. B R
e | e
e ) 5 T @
—b ! ' ]_._[1
' o f '._____,.... o
b —— e a !-—-—— - —— .a
b P/ (3.

Die 2 links bedentet, dass rechts davon die Formel (2) steht.
Der Schluss, welcher don Usebergang von (2) und (1) zu (3) be-
wirkt, ist nach § 6 abgekiivzt ausgedriickt. Ausfubrlich wirde
er 50 geschrieben werden:
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o A ——

. I.._ ,) (3.

Um aun den Satz (1) in der verwickelteren Gestalt, in der
er hier erscheint, leichter erkennbar zu machen, dient die klcine
Tabelle unter der 1. Sie besagt, dass man in J— —a

l— &

C e — ....a
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— 4
.
b
e O
AR
S
C
an die Stelle von ¢ und
e |
-
an dic Stelle von & setzen mige.
' ‘ ! T
3 S Y
o
I
e g
! I_._b
| .
a
|»
@) : DU
L e A I—--;-~'i~‘-: I -t
¢ ; —_
& i ./
! |
o ' -
- u
b f ' a | b
b
)
e [ b
'y a - c
| 4 — g
|5

4.

Die Tabelle unter der (2) bedeutet, dnss man in

i @
l R N
e

.

——— e . ot a
s

H

R 4

o

an die Stellen von «, b, ¢ die rechts
davou stehenden Amsdriicke setzen
moge, wodurech man erhilt
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H
ok

/!

/)
e / 4

-~
-

: b

i

; m—— g
T T ee—— L

— b,
Man sieht leicht, wie hieraus ung nus (3) (4) folgt,
. e a
b ¢
4 . b
e
a
b

b
‘ U o c
t ey —— s L ‘z

(1):: e _

T R
S

ble i i
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Die Bedeutung des doppelten Kolon ist in § 6 erklirt.
Beispiel zu (5). Es sei
@ der Umstand, dass das Sttick Kisen £ magnetisch werde;

b der Umstand, duss durch den Dyalt 2 ein  galvanischer
Strom fliesse;

¢ der Umstand. dass der Sehlgssel 7' niedevgedvilekt werde,
Wir erhalten dann das Urtheil:

nWemn der Satz gilt, dass £ magnetiseh wird. sobald durch 2
ein galvanischer Strom fliesst;

wenn ferner der Satz gilt, dass ein galvanischer Strom dureh
D flieast, sobald T niedergedritckt wird:
80 wird £ maguetisch, wenn T niedergedriickt wird.

Man kann (5) bei Voraussetzung ursichlicher Zusammenhinge
80 auadriicken:

swenn b eine hinreichende Bedingung fiir @, weun ¢ eine

hinreichende Bedingung filr b ist, 8o ist ¢ eine hinreichende
Bedingung fiur a.

b '“" i
i
cld l.__....__b
—a
R / |
s

(5): SR

=N

i — @
T -a : I — d
| b
oy g
luma.ri ———

— 6
a A .
'—b ' <

(6.

Frepe, Faruwispracho,
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I~
5 I l .
b
I —e
M—u—.j—,-.-- a
b
(6) : —-
q o o
, ¢ L , — ¢
| b~
¢ i —_
¢ a : ]
b - g
b (7.

Dieser Satz unterscheidet sich von (5) pur dadurch, dass aq die
Stelle der einen Bedingung, ¢, zwei, ¢ und. d, getreten sind,

Beispiel zu (7). Es bedoute

d den Umstand, dass der Kolben K einer Luftpumpe von seiner
dussersten Lage links in geine dusserste Lage rechts bewegt werde;

¢ denUmstand, dass der Hahg H in der Btellung I sieh befinde;

b den Umstand, dags dje Dichtigkeit D der Luft im Reci-
pienten der Luftpumpe auf die Hilfte gebracht werde;

a den Umstand, dasy die Hohe H des Standes eines mit dem
Raume des Recipienten in Verbindung stehenden Barometers auf
die Hilfte herabsinke.

Dann erhalten wir das Urtheil ;

»wenn der Sats gilt, dass die Hohe H des Barometer-
standes auf die Hulfte herabsinkt, sobald die Dichtigkeit D deor
Luft auf die Halfte gebracht wird;

wenn ferner der Satz gilt, dass die Luftdichtigkeit D ayf
die Hilfte gebracht wird, wenn der Kolben K aus der Husser-
sten Lage links in die susserste Lage rechts bewegt wird, und
wenn der Hahn H sich in der Stellung I befindet:

8o folgt,
dass dic Hobe H des Barometerstandes auf dje Hilfte herab-
sinkt, wenn dor Kolben K aus der Hussersten Lage links in
die fusserste Lage rechis bewegt wird, wihrend der Hahp H
sich iu der Stellung I befindet®.
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bedeutet  dasselbe,
Fall, wo

L
b

oy

- d
bejuht werde, ausgeschiossen sei. Dies kann auch 80 ausgesprochen
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(8.

bedeutet, dass der Fall, wo a verneint, b und o
aber bejaht werden, nicht stattfinde:

und (8) sagt, dass der
Ta verneint und

@

werden: , wenn ein Satz die Folge von zwei Bedingungen ist, so
ist deren Reihenfolge gleichgiltig*,

{8):
a a
e
b b
—¢
d R —
s

Dieser Satz unterscheidet sich nur unwesentlich von (5).

[}
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(10,

(11,

Diese Formel kann man se bersetzen: ,,wenn dey Satz, dass &
oder nicht ¢ stattfinde, eine hinreichendo Bedingung fur « it

80 iet & allein eine hinreichende Bedinguug fur a.
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b

c o tm e a
s
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a a -——-~~—,-—A*[ a
e i bole
b ’ L-——-I)
b | a u g
—o | l |
-0 .
, ¢
cid TR (12.

Die Bitze (12) bis (17) und (22) zeigen, wie bei mehren
Bedingungen die Reihenfolge abges#ndert werden kann.
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——d (13.

e (14,
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Dieser Satz ist von {7.) nur anwesentlich verschieden,
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e d
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26 I . . @
bl @ , a
. e
- a l b
. ——a
(e I
|—— e
-‘f_.__.a (27-
Man kann nicht (zugleich) ¢ bejahen und @ verneinen
§ 17. l—--—-[-1—~b
~——4a
;“"“"b (28¢
bedeutet: ,der Fall, wo ., b verneint und ], ¢ bejaht wird,
I b
i~ a
findet nicht statt“. Die Verneinung von ~~—|~—.~b bedeutet, dass
-—a bejaht und —-b verneint wird; d. h. dass « verneint und
b bejaht wird., Dieser Fall wird durch |, & ausgeschlossen.
—b

Dieses Urtheil begriindet den Uebergang vom modus ponens zum
modus toliens. Es bedente 2. B.
b den Satz, dass der Mensch M lebe;
@ den Satz, dass M athme,
Dann haben wir das Urtheil:
ywenn aus dem Umstande, dass M lebt, sein Athmen geschlos-
sen werdon kann, so kann aus dem Umstande, dass er nicht
athmet, sein Tod geschlossen werden.®

28 | S )
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i /2
b
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a 1 b '“ *‘*I— “j*".“b
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i ]_._._b

¢ (29.
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Wenn 4 und ¢ hinreichende Bedingungen fiir 4 sind, so kann
aus der Verneinung von 2 und der Bejabung der einen Bedingung
(¢} die Verneinung der andern Bedingung geschlossen werden,

24

(10) :

af =y

S

§ 18,

e

!lb

ST @

(30.

(31

‘i@ bedeutet die Verneinung der Verneinung, mithin dic Bejahung
von & KEs kann also nicht @ verneint und (zugleich) <@ bejaht
werden. Duplex negatio affirmat. Die Verneinung der Verneinung

ist Bejahung.
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(32.

(33.



Wonn a oder b stattfindet, so findet & oder a statt.

33 - - b
[ .‘h...a
o b

{5} :

S (34.

Wenn das Eintreton des Umstandes ¢ beim Wegfall des Hinderungs-
grundes b das Stattinden von @ zur Folge hat, so kann aus dem
Nichistattfinden von & beim Eintreten von ¢ auf das Eintreten des
Hinderungsgrundes b geachlossen werden.

34 -—--ul ~————b
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—
(12) : - o
als R
b il l J =
| o
‘ .'l'“b l “!h TTa
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Der Fall. wo b verneint, | -« bejaht und « bejaht wird, tritt picht
ei. Man kann dies so aussprechen: ,wenn @ eintritt, so findet
cing von beiden, ¢ oder b, statt,”

3 F - b
l 13
afe b e
——
(9) : e e e
b b l—— a
' = c i - c
e a
S—
l“’T" ¢ (37.

Wenn ¢ die nothwendige Folge davon ist, dass » oder ¢ ein-

tritt, so ist ¢ die nothwendige Folge von ¢ allein. Es bedeate z. B,
b den Umstand, dass der erste Factor eines Products P 0 wird;
¢ den Umstand, dass der zweite Factor von P 0 wird;
@ den Umstand, dass das Product I’ 0 wird.

Dann haben wir das Uptheil:
owenn das Produet P O wird, falls der erste oder der zweite
Factor 0 wird, 8o kann aus dem Verschwinden des zweiten
Factors das Venchwinden des Productes geschlossen werden®

36 —-—b
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(2):
alb b0
bla T a
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- (39.
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|_a — (0.
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' w!—ml Iy a

fare (B

Die Bejahung von ¢ verneint die Verneinung von

b ——ua

— &

27

(41):

a a
|«

(40):

bl — 7
4

&
a
I._.t.._ a
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(41.

(42.

(43.

Wenn nur die Wahl swischen @ und @ ist, s0 findet a statt.
Man hat z. B. zwei Fiille zu unterscheiden, welche die ganze
Maglichkeit erschopfen. Indem man den ersten verfolgt, gelangt
man zu dem Ergebnisse, dass « statifindet; desgleichen, wenn man
den zweiten verfolgt. Dann gilt der Satz a.

43
21):
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hle l X7
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e (46,
Wenn ¢ gilt, sowohl falls ¢ cintritt, als auch fslls ¢ nicht ein-
tritt. so gilt «. Bin avderer Ausdruck ist: .wenn « oder ¢
cintritt, und wenn das Eintreten von ¢ « zur nothwendigen Folge

hat, so findot a statt.

1t I -

fl

|
-
)
—
!
=

c{bh —— b

e (417,
Man kann diesen Satz so aussprechen: ,wenn sowohl ¢ als auch
b eiue binreichende Bedingung fir a ist, und wenn b oder ¢
stattfindet, so gilt der Satz & Dieses Urtheil wird angewendet,
wo bei einem Beweise zwei Falle zu unterscheiden sind. Wo
wehre Fille vorkommen, kann man immer auf swei zuritckgehen,
indemn man cinen von den Fillen als den ersten, die Gesamiutheit
der itbrigen als den zweiten Fall ansjeht. Den letateren kann
mau wieder in zwei Fille gerlegen und hiermit so lange fortfahren,

als noch Zerlegungen méglich sind.
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(48,

Wenn # eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass & oder ¢

stattindet. nnd  wenn

gowolll & alg auch ¢ ecine hinreichende

Bedingung fitr « ist, so ist d cine hinreichende Bedingung {ily o,
Ein Beispicl der Anwendung bietet dic Ableitnng von Formel (101),
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bl ~— a
e

e a
P b
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v Froge, Formelsprache.
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' {cd} (h2.

Der Fall, wo der Inhult von ¢ gleich dem Inhalt von o ist, wo
[ (c} bejaht und f(d) verncint wird, findet nicht statt. Dieser
Satz drtickt auns, dass man tberall statt ¢ d setzen kinne, weun
¢ -dist. In f(c) kann ¢ auch an andern als denm Arguments-
stellen vorkommen. Daher kann ¢ auch noch in f(d) enthalten
aein.

52 by F@
A
_ - e a)
af /@ P f@
VAL Pl e d)
dic d) Lo [e) (53.
§ 2L b =0 (54,
Der Inhalt von ¢ ist gleich dem Inbalte von ¢ -
54 f-—--(c2¢)
(53) : .o e —— e R+ o e A
. [ (d = e)
)| d= o e (e o d) {ad
() : e -
bld=¢) b 1)
cl{c - 1 ' wf (d)
el - fe) {oiees e d)
- (d) R A ()
| @
——{d == €) (5.

(52) :: - ' -




d]c & “-—'i—-ffd
el d b f(d)
...... (c =d). (o7,
§ 22, R A )
A f(a) (58,

-8 f(a) bedeutet. dass /(a) stattfinde. was man aunch unter a

verstchen mige. Wenn daher - 2 — /£ (a) bejaht wird, so kann
/() wicht verneint werden. Dies drttckt unser Satz aus, a
kaun hisr nur an den Argumentsstellen von / vorkommen, weil

diese Function auneh ausserhalb des Gebietes von a iwm Urtheile
vorkommt,

AR A
fAND) - ren ; g (h)
cly v B ()
@0y AL
a|ri e R A (.1
¢ gl ;| '~ g (a)
bl - & () s A () N
i__ g (a) . - g (h (5.

Beispiel. Ks bedente
b cinen Vogel Strauss, wiimlich cin einzelnes zn dieger Art
gehorendes Thier;
g (4) 44 ist ein Vogel®;
[ (4) 44 kann fliegen®,
Dann haben wir das Urtheil:
ywenn dioser Strauss ecin Vogel ist und nicht fliegen kaun, so
ist daraus zu schiiesson, dass einige Viigel *) nicht fliegen kénuen.®
Mau sieht, wic dieses Urtheil eine Nchlussart ersetzt, nim-
lich Felapton oder Fesapo, zwischen denen hier kein Unterschied
gemacht wird, weil die Hervorhebung eines Subjects wegfitlit.
5% — —/®

) |~ 1) | |ngm
g () R S
() =2 T

el s g (@)
(12) : k@)

%512 2. Anm. .
4
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(9) : - .
h| /e ! a
‘1 2 rw AL
a
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H8 } st f(;r)
] =7 ; g (@)
AR A ()
“ae —g (o)
8) : et e e e
«) /@) I
blg @ | -8 S
Ao/ ! g (@
—y (8) ey X (62,

Dieses Urtheil ersetzt die Schlussweise Barbars in dem Falle, dass
der Untersatz (g () einen besondern Inhalt hat.

62 b r @)

& @

—g ()

(24) : e _w_i_gﬂ

@] e f(@) N e e ()

S w0t rw
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g S
g (®)
(18) - [
al /() b A
V& (@) e (@)
- g i -
¢yt B ) gg;
@) L—k[yr) | (4.
64 b=~ = f()
vl ‘ — k)
]'—"‘E’ (@)
—g (@
| g ()
—h ()
(61) : —
a -—~r~*-—--|~----f (@) b | - (@)
; b () o — k(@)
g (@) |, @
(D= gid) — A
efe T M4) ~— h (a) (65.

Ilier kommt & in zwei Gebieten vor, ohne dass dies eine beson-
dere Bezichung andeutete. In dem einen Gebiete kounte man
statt 4 auchetwa ¢ schreiben. Dieses Urtheil evsetat die Sehluss-

weise Barbara fur den Fall, dass der Untersatz Y i g(a)

— h(a)
ciuen allgemeinen Inhalt hat. Der Leser, der sich in die Ab-

leitungsart der Bepriffsschrift hincingedacht hat, wird im Stande
gein, auch die Urtheile herzuleiten, welche den andern Schiuss-
weisen entaprechen. Hier mégen diese als Beispiele gentigen.
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I11. Einiges aus einer allgemeinen Reihenlehre.

Jru R

§ 23. Die folgenden Ableitungen sollen cine allgemeine Vor-
gtellung von der Handhabung dieser Begriffsschrift geben, wenn
gie auch viclleicht nicht hinreiehen, deren Nutzen ganz erkennen
zu lassen. Dicser wiirde erst bei verwickelteren Sitzen deutlich
hervortreten, Ausserdem sicht man an diesem Beispiele, wie das
von - jedem durch die Siune oder selbst dureh eine Anschauung
a priori gegebenen Inhalte absehende reine Denken allein aus dem
Inhalte, welcher seiner eigencn Beschaffenheit entspringt, Urtheile
hervorzubringen vermag, die auf den ersten Blick nur auwf Grund
irgendeiner Auschauung miglich zu sein scheinen.  Man kann dies
mit der Verdichtung veigleichen. wmittels deren es gelungen ist,
die dem kindlichen Bewusstsein als Nichts erscheinende Luft in
eine sichtbare tropfenbildende Flissigkeit zn verwandeln, Die im
Folgenden emwickelten Stitze ilber Reihen tibertreffen an Al
gomeinheit beiweitem alle dhnlichen, welche ans irgendeiner An-
schauung von Reihen abgeleitet werden kinnen. Wenn man es
daher fir angemessener halten michie, eine anschauliche Vor-
stellung von Reihe zu Grunde zu legen, so vergesse man nichd,
dass die so gewonnenen Sitze, welche etwa gleichen Wortlaut mit
den hier gegebenen hitten, doch lange nicht cbensoviel als diese
besagen wiirder, weil sie pur in dem Gebiete eben der An.
schauung Giltigkeit hitten, auf welche sic gegriindet wiren.

- = sow =
! - F (D) w«f(9, a (69.

§ 24, “2 L% L Fla) J(I"(a)
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Dieser Satz unterscheidet sich von den hisher betrachteten Uy
theilen dadurch. dass Zcichen darin  vorkommen, die vorher
nicht erklirt worden sind; er giebt selber diese Brklirung. Er
sagt nicht: ,die rechte Seite der Gleichung hat densclben Inhait
wie dic linke; sondern: .sie soll denselben Inhalt haben® Dicser
Satz ist daher kein Urtheil und folglich auch kAein synthetisches
Urtheil, um mich des kantischen Ausdrucks zu bedienen, Ich be-
merke dies, weil Kant alle Urtheile der Mathematik fitr synthetische
hitllt, Wiire nun (69) ein gynthetisches Urtheil, so witren es
anch die ditraus abgeleiteten S#itze. Man kann aber die dureh die-
sen Satz  eingefithrten Bezeichnungen und daker ihn selbst alg
ihre Erklirung entbehren: nichts folgt aus ihin, was nicht auch
ohne iln ersehlossen werden konnte, Solehe Erklidrungen haben
nur den Zweek. durch Festsctzung einer ALktraung cine #usser-
liche Eileichterung herbeizufthren. Ausserdem dienen sie dazu
eine besondere Verbindung von Zeichen aus der Fille der mog-
lichen hervorzuheben, um daran einen festern Anhalt fir die Vor-
stellung zu gewinnen. Wenn nun auch die genannte Erleichterung
bei der geringen Zabl der hier aufgefdhrten Urtheile kaum merk-
lich ist, 80 habe ich doch des Beispiels wegen diese Formel auf-
genommen,

Obgleich (69) urspriinglich kein Urtheil ist, so verwandelt es
sieh doch sofort in cin solches; denn nachdem die Bedeutung dey
neuen Zeichen einmal festgesetzt ist, so gilt sic nunmehr, und es
gilt daber auch Formel (69) als Urtheil, nber als analytisches,
weil es, was in die nenen Zeichen hineingelegt war, nur wieder
hervortreten lisst. Diese Doppelseitigkeit der Formel ist durch
dic Verdoppelung des Urtheilssirichs angedeutet. In Bezug auf
dic folgenden Ableitungen kanu also (69) als gewdhnliches Urtheil
behandelt werden.

Die Kleinen griechischen bLuchstaben, die hier zuerst vor-
kommen, vertreten keinen selbstindigen hihalt, wic die deutsehen
und lateinischen. Bei ihnen ist nur die Gleichheit und Ver-
schiedenheit zu beachten, sodass man an die Stellen von « und o
beliebige andere kleine griechischie Buchstaben setzen kann, wenn
nur die Stellen, die vorher von gleichen Buchstaben cingenommen
waren, auch wieder von gleichen eingenommen werden, und
wenn verschicdene Buchstaben nicht dureh gleiche crsetzt werden.
Dliese titeichheil oder Verschiedenheit dey griechischen Buchstaben
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hat aber wr innerhall der Formel Bedeutung, ftir die sic wie
hier fir
d ( I (a)
arf (dy a)

besonders eingefithrt worden sind: Sie dienen dem Zwecke, dass
ans der abgekitrzten Form

d ; F ()
X
(68, 0

£
Jederzeil die ausfithrliche

ot r@
' (b a)
£ (b)
unzweideutig wiederhergestelll werden kinne. s bedeutet z. B.
« ( F ()

3\ [ (9, )

den Ausdruck

(o

-Agr‘ff-u,_——w ¥ (a)
e A LR
LW
wihrend .

i (l" {ed)

0 \/ (9, a)
keinen Sinu hat, Man sicht, dass der austilrliche Ausdruck, wie
verwickelt auch die Functionen # und / scin mogen, immer mit

Sicherheit wiedergetfunden werden kann, abgeschen von der gleich-
giltigen Wahl der deutschen Buchstaben. Bs kann

sy

durel ,,4 ist Krgebnis einer Anwendung des Verfahrens / auf
I'“. oder durch ,J" ist der Gegenstand einer Anwendung des
Verfahrens /. deren Ergebnis 4 ist*, oder durch , steht in der
[~ Bezichung zu I, oder durch ,,J° steht in der umgekehrten
f-Beziehung zu 4 wiedergegeben woerden, welehe Ausdriicke als
gleichbedentend gelten sollen,

-
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¢, F(a)
| (f (d, )

mag iiborsetst werden: ,der Umstand, daes die Eigenschaft F sich

in der /-Reihe vererbt’* Diesen Ausdruck kann vielleicht fol-
gendes Beispiel aunehmbar wachen, Es bedeute

A (M, N} den Umstand, dass /N ein Kind von M ist;
X (P) den Umstand, dass P ein Mensch isk. Dann ist

a

b a

tt( 2 {a) Dol e X6
. der |
NA@a) 44, 0)

B

der Umstand, dass jedes Kind eines Menschen wieder ein Mensch
ist, oder dass die Eigenschaft, Menach zu scin, sich vererbt. Man
sieht ilbrigens, dass die Wiedergabe in Worten schwierig und
selbst unmdglich werden kann, wenn an die Stellen von # und
/ sehr verwickelte Functionen treten. In Worten wiirde demnach
der Satz (69) so ausgedrtickt werden kdnuen:
JWenn aus dem Sufze, dass b die Eigenschapt F hat, alige-
mein, was auch b sein mag, geschiossen werden kann, dass
jedes Ergebnis einer -tnwendung des Verfolrens [ avf b die
Eigenschaft F habe,
so sage ich:
., ,die Elgenscheft I vererbt sich in der [- Reihe.'"

§ 25. LA S 5P o
69 !-—( : | ()) 6k

- f(b,a) )~ .
R N 1) a\f{é, a)
68) : - - e e
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[E— T Y ! —- £ ()
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@\ f(d) u) T T e\ f (4, a) (70,
cla |
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al-—— F) g F(y)
7, y) FALY)
L3 K@)
/ (x, @) (71
(HR) 1 :
[y -~ F) l-"r"‘“r"“*-* F(y)
—rar - [ y)
ely e E@
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Henn die Eigenschaft F sich in der f-Reihe vererbt; wenn
& die Eigenschaft I hat und y Ergebnis einer Anwendung des
Verfahvens [ auf x ist: so hat y die Kigenschaft &.

72 o P
s
z S ]-‘(x)
;! d ( I (a)
- L
(2) :
al - W) l”“* == Fy)
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W ' > . ~ (y)
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¥ ()
d s F )
H
a N /f{d, a)
{®}: e e
« F {y) ' C e ],'(y)
ALY AN
bk i ( £ ()

d "( Fla L a\ri a)
a\ /{4, a) e R ) (74
Wenwe x eine Rigenschaft r hat » die sick in der f~Reihe
vererbt, so hat jedes Ergebmis einer Anwendung des Verfahrens
Vauf X die Eigenschuft ¥
i)

| Pooa o F (@) .Js(F(a)
SERRANK BPAVICRY
(3‘,2): e e e o
S N 0.
/(d, a) ! a f{d, «))
; - P Ll Fla)
d (Hﬂ”l * !--f(b,a)
aNf{d, « I A 1))
oy r (5.

Wenn aus dem Satze, dass b die Figenschuft ¥ hat, was
awch B sein wug, geschlossen werden kann, dass Jedes Ergebnis
eaer inwendung des Verfahrens £ auf' b die Eigenschaft F habe,
su vererbt sich die Eigenschaft F in der f-Reike.

§ 24, & Ta &
~ F (@)
- [ {x, a) :z;‘/'(d'm ¥3)
47 ) .
? ( F
. % f(d, «)

{et,
Dies ist die BErklivung der rechts stehouden Zeichenverbindung
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-

:,' [y ¥k In Betreff der Verdoppelung des Urtheilsstriches
und dev gricchischen Buchstaben verweise ich auf § 24, Ks ginge

nicht an, statt des oben stehenden Ausdrucks einfacl;
2 .
g ! E )

zu schreiben. weil bei einer ausfuhilich hingeschriebenen Fanetion
von x und ¥ diese Buchstaben auch noch ausserhalb der Argu-
mentsstellen vorkommen kinnten, wobei dann wicht zu ersehen
wiire, welehe Stellen als Argumentsstellen anansehen wiiren. Die
Letzleren mitssen also als solche gekennzeichnet werden. Dies
geschicht hier durch die Indices y und g, Man muss diese vep-
schieden wihlen in Anbetracht des Falles, dass die beiden Argumente
cinander gleich wiren.  Wir richmen griechische Buclstaben hierzn,
damit wir eine gewisse Auswahl haben, um fiir den Fall, dass

PR

einen #hnlich gebanten Ausdruck in sich schliisse, die Bezeichnung
der Argumentsstelien des eingeschlossencn Ausdrucks von deuen
des einschlicssenden verschieden withlen zu konnen. Jiie Gleich-
heit und Verschiedenheit der griechischen Ruchstoben hat hier
nur Bedeutung innerhalb des Ausdruckes

b1 @y yg);

ausserhalb konnen dieselben vorkommen y olme dass hierdurch
irgendeine Bezichung zu diesen angedentet wiirde.
Wir iibersetzen

3.; /' (:t‘;,, .‘f")‘]

durch .y folgt in der /Reihe auf a¥, eine Ausdrucksweise, die

freilich nur moglich ist, solange die Function [ bestimmt ist. In

Worten wird demnach (76) etwa so ausgesprochen werden kdnnen:
Wenn aus den beiden Sitzen, dass Jedes Ergebuis einer An-
wendung des Verfohrens [ ouf x die LKigenschaft F habe, und
dass die Eigenschaft F sich in der [-Reihe vererbe, was auch
F sein mag, geschlossen werden kaun, dass y die Eigenschuft
F habe,

s0 sage ich:
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»Y folgl in der f-Reihe auf a“: oder : »x geht in der f-Reihe
dem y vorher”,*)

ARARHIN | I AR 4
LA It i
—{ ! =/ (x, a) g )
? 6(‘5‘(&) IR £
n /16, «) | )
(68) : - e
a |5 l " a )
o - I ~ P
8 I'a) ;. — (&, a)
[, ) o | ‘.’( Fle)
d( I'{a) | « [0, ey
) afid, @y LY
b :;, f (xi,. y‘q)
A5 (77.

Hier sind nach § 10 » (¥), ¥(a), F(a) als verschisdene Functionen
des Argumonts ¥ anzusehen. (77) bedeutet: |
Wenn y in der f-Reihe anf x folgt: wenn dic Eigenschaft r
sich in der f-Reihe lvererbt: wenn Jedes Ergebnis einer An-
wendung des Verfahrens [ auf x die Ligenschaft F hat: so hat
y die Ligenschaft F.

o lh IR — » (y)
i Eer- K (@)
: | -F (v, a)

o
\ -
=
8

Y

————

*) Um die Allgemeinheit des hierdurch gogebenen Begrifis des Aut-
eivanderfolgens in einer Reihe deutlicker zu machen, erinnere ich an
einige MUiglichkeiten, Es st hierunter nicht nur efne solche Aneinander-
reihung begriffen, wie die Perlen auf ciner Schnur zeigen, sondern auch

elue Verswelgnng wie beim Stamibsum, cine Vereiniguug mehrer
Zweige, sowie ein ringartiges Insichzuriicklaufen.
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bl8 ¥ (@) i t!’( 1 (a)
/lx,a) T a 7 (4. )
?( Fiy - F{(a)
( a’ /(o «) l / (x, a)
(I)( F (a)
alf(d a)
(&) : — I S e e e .
« r(y) i R
:} /[y, 3 ' L ;: f (e, ¥3)
d ( F(a) - d 7 (1)
a [ (9. a) ’ - « (/'(d’, «)
o R I PR
, 72 a) A 4 )
| 6/ Fw) o - [0
- » 8 F (e
a /'(J, «) L (
c| F() l a4, )
L....._._n__“___ __,ﬁ' (m)
(74 : e
v]|a

l"l““““l—~ Fwy
i ~! — 3? f (.1?},, Y -_!]
Co (If ( F ()
AR
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(.‘-h‘l

(79,

(N0,

(81,
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ba in (74) ¥ nur in -~— F {x) vorkommt. 8o kann be} der
FASSE
Frsetzung des ¥ dureh den deatsehen Buchstaben a die Hihlung
diesem Ausdrucke nach § 11 unmittelbar vorhergelien,  Man
kann (R1} fibersetzen: :
Wenn a eine Figenschuft F hut, die sich in der [- Reihe ver-
erbl, und wenn y in der [-Beihe auf' x folgt, so hat y die
Eigenschaft F. %)

Es sei beispielsweise » die Kigenschaft. ein Haufe Bolnen
zi sein; es sei das Verfahren / die Verminderung cines Haufens
Bolmen um eine Bohne, so dass

/i, b)
den Umstand bedeute, dass & alle Bolnen des Hanfens ¢ ausser
ciner und sonst nichts enthalte. Dann wiirde man dureh unsern .
Satz zu dem Krgebnisse gelangen, dass eine einzige oder selbst
gar keine Bohne ecin Haufe Bohnen sei, wenn die Eigenschalt,
cin Haufe zn sein, sich in der /~Reihe vererbt. Dies ist jedoch
nicht allgemein der Fall, weil cs gewisse 7 giebt, bei denen wegen
der Unbestimmtheit des Begriffes  Haufe” F (z) unbeurtheilbar ist.

81 b o - F
i S F g

flf F (a)
N ‘a( [ (0. a)
R F(x)

{18} : e e
al - ~—F() «-r_i.u......i_‘_..-_-_-x F )

Ly RN

] 3{ /'(-]'},’ !f‘-}) 1 i ; T3 f(ﬂf},‘ yﬂ)
l d(f‘m) Lo a

a’ /(0 «) . cli( Pl
el F) a\f{é, «)
dia SR— A E S
e (82,

*) Hierauf beruht die Bernoullische Induetion.
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athix)
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blg (x)
ath ()

81

(8) :

¢ |~ Fiy)
— L 1@,y
(lf (F(a)

a V{4, a)
al Fx)

b

Frege, Formolsprache.

(83,

(84.
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Die Ableitung dieses Satzes wird in Worten otwa folgender-
massen lauten:

@) Es folge y in der f-Reihe auf a;
) es habe jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahvens !

auf a die Eigenschaft £
7) es verorbe sich die Eigenschaft F in der /Reile.

Aus diesen Voraussetzungen folgt nach (35):

0) y hat die Eigenschaft #.
€) Ks gei 2 Ergebnis einer Anwendnng des Verfahrens / auf o,
Daun folgt sus (¥), (d), (¢) nach (72):
z hat die Eigenschaft £,
Daher: _
Wenn = Ergebnis einer Anwendung des Verfohrens [ auf
einen Gegenstand y ist, der in der f-Reihe auf x folyt, wnd
wenn jedes Ergelmis einer Anwendung des Verfohrens [ auf
x eine Eigenschaft ¥ hat, die sich in der F-Reihe vererbt, so
hat z diese Figenschaft F.

]7 | l T F(z)
: l - 2)
L ) ( ¥ (a)
; a f(d; Q)
T A (3
|--—-- / (x, a)
l% f(xy, y3)
(15) :
a| F (2) I 4 F2)
o\ @ 2 | L_‘,’( i
] clf(ﬁ(a) li a\ /4, a)
a\f (6 o) —2 fe
e f(.’l‘, a) { ve f(:U 1 y?)
e %9'" f (a-‘ya yﬂ) T ﬁ (y' 2) | (88'
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LI S P —— Y
| .o - F ()
% | @0 =Lyl
clf ( & (@) prmre
T o a f(dy a) ) )
(62) 1 s e | o
Amr [ - ‘Z"f(xys ya
|8 et | ()] - iw““‘“‘—*l{?{y}
i 18 %) L8 %)
T e ) | L /0
L 7(% () l els'(%(a)
d g‘f(a'-y' Y2 @/ (9, a) T a [(6, @) (89,
{b) : -
of % M@y v by 37 Y
b R "“*“cz} )] :_____3‘“._.._____:0
LR e wwg‘éﬁ’)
CL /{‘y (x, a) i — [ (® 0)
A (8" (‘jﬂ L $ 7 la)
a™f(d a) ,,L /{6, a)
¢ {90.
/ % &TE (ﬂ)
4k | L 7,0
s 1 L
. ?(;wz) a\ f(4, @)
(90) : T
c f(m, y) l— l % f (ﬂ:y’ !I,e)
ACY) B

*} In Bezug auf die Hohlung wit § siche § 11.
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is mige hier die Ableitung des Satzes (31) in Worten folgen.
Aus dem Satze:

a) pjedes Krgebnis eciner Anwendung des Verfahrens f
auf x hat die Eigenschaft §

kann, was anch § sein mag, geschlossen werden:
Jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens / anf
@ hat die Eigenschaft §.

Daher kann auch aus dem Satze (@) und dem Satze, dass die
Eigenschaft § sich in der /-Reihe vererbt, was auch & sein mag,
goeschlossen werden:

jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens f auf
Z hat die Eigenschaft .

Daher gilt nach (90) der Satz:

Jedes Lrgebnis einer Anwendung eines Verfahrens f auf
einen Gegenstand x folgt in der f-Reihe auf, dies x.

9 'T %‘ ﬂxy) y‘?)
- fla, )
(53) : S —
) | ——% 114, yg) I——I—~ % f(zyy yp
Cfl, ) l f(x,y)
°r° (=2 (92.
alz
60 ¥ 30
A I'(y) | I ;;(;c, a)
ik ' (@)
an] § (1@ L
a \f(d, a) e a \/(d, @)
W) & ) ST %‘-’% @
L“f (.1,‘,{1) ! | i
b1 & ! a \f(d, o)

(90) :




3 gw P %,,f(-r,» yg
d( B 3 Fw
! a\ /(. a) N d‘( % (@)
= d@ o «L /(6 @)
—f(x, @) 18 %)
i, @ (93.
yﬂﬂ b e 29
!@r"““g (2)
|| t?( § ()
| e\sa)
S—gw
‘— [z, q)
(7) . - P et = e e i 41 o e
. ? ree
4 Z; /(‘r;,. Il_.f) - e 3‘ f(.l 31 ﬂ')
) [ J— & (2) -~ 5 /'(.?37” yﬂ)
0 e Jg0
a /(d‘ €t) QHT“ i i% et e %(2)
Lot e ru_tg(?s(fc)
) —/'(x. 0) q t « /{9, «)
¢ ; /‘(.t‘},. II‘-}) \E’a %(ﬁ)
A 2) ) */;x, a
- g A
e /(. 2) (V4.
(£8) : T
F'% w‘“‘g' f(.b‘;, z‘f)
‘ 3; /‘(xy' y,'f)
Sy, 2 (95.

(8) : e



a ; f(xy. 25) - ﬂr n T3

b ; ! (.1‘-},. y,‘)’) . f(y‘ )

dlf(y. 2) —- FEAL S I (96.

Jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens £ avf einen
Gegenstand, der in der [- Reihe auf x folgt, folgt in der [- Reihe
auf x.

jﬁa l_:g'_g"‘?"“‘ g f(r " ﬂig)
y|b . f (0, a)
S ;:}' f (‘t}n b‘-}'
(75} : R LE I p——— ; —
A, fiay, Ty ¢ (j,, [y
“\f (. q) (97.

Die Eigenschaft, in der [-Reihe auf x zu folyen, vererbt
sich in der [- Reihe.

7 I““‘“‘—‘“i( f(rras’)
« f(d, a)
(84} : e e e e e s
F(I") /";; 111‘) 'l i , f( "
L y ' . 3 f(y}n zﬁ)
y|z | ’
R FACT (ox,

Wenn y in der [-Reihe anf x wund wenn z in der [-Reihe
wnf y folgt, so folgt 2 in der f-Reike awy ..

§ 29, ' ———(z = a)

e e Lyy 2
y | L T e 2 (99,
Ich verweise hier auf das bei den Formeln (69) und (76) iber
die Einfahrung neuer Zeichen Gesagte. FEs mag
; f i), 25)

durch ,z gehort der mit = anfangenden /~Reilie an®, oder durch
wt gehdrt der mit z endenden f-Reihe an® dbersetzt werden.
Dann lautet (99) in Worten so:
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Wenn 2z dusselbe wie x ist, oder auf « in der f- Rethe folgt,
so sage ich:

.2 gehirt der mit x anfangenden f-Reihe an; oder: ,x

gehdrt der mit z endenden [- Reihe an’’.

' 2=
o9 '_—”H“ i V& f(xys zﬁ) ""téf(:ty, 9)]
(67 : —
fNr '—-T—"—(z:‘:‘r)
T e T
, TR palht'? A .f(a:},, zg) (100.
d :ﬁ f(-'lfy, th)
(48) :
bl(z = ) } T ﬂf(x},, vg)
¢ }; [y 25) l “‘f (z,v)
d %f (xy, 24) ! fT 7 2
a Mg f(.ry‘ pﬂ) o : X f ({L‘},, qu)
—F &) 7t
’ S 4
] f P z‘f})
_____________‘:; I " ”ﬁ)
! - flzy 1)
(2 = x) (101
(96 ’ 92) § L o moe s v e meeiimee s
ylz x|z
zlv z|x } ] "};’f(wy,”ﬂ) ")
ylv | = /z0)
! 4
—— g T 2p) (102,

Die Ableitung von (102) mag hier in Worten folgen.
Wenn z dasselbe wie x ist, so folgt nach (92) jedes Ergebnis
ciner Anwendung des Verfahrens / auf 2 in der /-Reihe aufu.
Wenn z in der /-Reihe anf x folgt, so folgt mach (98) jedes
Ergebnis einer Anwendung von / auf z in der /-Reihe auf .
Aus diegen beiden Sitzen folgt nach (100):

") In Betreff des letzten Schlusses siche § 6.
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Wenn z der mit x anfangenden f- Reihe angehirt, so folgt

Jedes Ergebnis ciner Anwendung des Verfahrens [ auf z in
der f-Reihe auf x.

100 b2 = )
. y
& Flxy, 25)
| gl g
e % f(xy’ 35’)
(19) : s —
bliz — x) I——-T-;—ﬂ (x = 2)
, . v ,
o| % /ey 2y TR @ )
d ,::— I (-2!..,, F4 ﬁ) LM__.% I (.'E),, 2'5:}
a (.’.E ) ' __““‘““'(33::3)
ez = ) {103
(65) :: — -
d|x F——@=2)
clz — wf(xy’ zg)
' 14
5/ @n 2g) (104,
§ 30. (z=2a)
99 |--" S z,g) vf @y, zfﬂ]
(562) :
nr
4 g 1= t__”“f(xy’zﬁ)
' ‘;JE';" [:l':}., 2g) "__—( =)
d ;: ! (2, 2) i ’E f @y 2g) (105.
37 :
4 f_; f ('U;ﬁ < “-}) l—--‘-- : ‘yﬁf (e ¥ zﬁ)
o= R T
¢ ‘;‘ f (‘1:}'? z{?)

Wes in der f-Reihe auf x folgt, gehort der mit x anfan-

genden f-Reike an.
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106

S
L4

iy
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a :; f(z}r- "‘1’)
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elf (y. v)
Yy i) f(z;u yﬁ)
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L L

Hier folge die Ableitung von (108) in Worten.
Wenu y der mit z anfangenden /-Reihe angehdit, so folgt nach
(102) jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens [ auf ¥

in der /-Reilie auf z.

{107.

{108,

Nach (106) gehdrt dann jedes Ergebuis einer Anwendung
des Verfahvens / auf y der mit 2 anfangenden f-Reihe an.

Daher:

Wenn y der mit z anfangenden /- Reihe angehiri, so gehirt
Jedes  Ergebnis einer Anwendung des Ferfahrens [ avf y der
mit T anfangenden f- Reihe an.

108
tia
2{x
yio

(75)

Y g
I w8 e “‘;; [xy, ay)

e r0y )
G ey b

wl 7Y +

d,2
b (G 0
N 74, n)

109.

Die FEigenschaft, der mit x anfangenden [-Reike aniuge-
hirewr, vererbt sich in der f-Reihe.
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S ‘:Z," f (3}15 Y ﬁ)
3

(25} : e

PP U 4 ,
a4 [(z,0) |- W /(203
clf(y, v) ; :
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Folgendes ist die Ableitung von (111) in Worten.
Wenn y der mit z anfangenden /- Reihe angehort, so gehdut
nach (108) jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens
[ anf y der mit z anfangenden /-Reihe an.
Daher gehdrt dann jedes Ergebnis einer Anwendung des Ver-

fahrens f auf y der mit 2z anfangenden /-Reihe an, oder geht
in der /-Reihe dem z vorher.
Also:

Wenn y der mit : anfungenden /- Reihe ungehirt, so gehort
Jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfohrens [ auf y der

wmit z anfangenden f-Reihe an, oder geht in der [-Reike dem
z vorher,
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105 b ‘; e, 1‘9)‘
i
— (z o )
‘ e 8 r(ty\ l’ﬂ)
(“) . i s s - _
a ?-; [, z9) l‘~— [y, 25)
bl{z = x) {w(zw v) {112,
cl ‘g [z, Zﬂ]
(7 : e e e e
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b e
(z _. x) T% f(zys .’Cﬁ)
cl~- B* [(zy. xp) |z P
| s, | B
g/ Cr 7o ———(z=1)
L_""B“ f{zyv tﬂ)
o :5' Iy %) (113,
(104) :: —
x|z y
zIx I‘—_’—“_?f(ww zﬂ)
“‘r“g [ (2y, xp)
Lz
B f(zy, xﬁ) (114‘

Folgendes ist die Ableitung dieser Formel in Worten.

Es gehdre & der mit z anfangenden /-Reihe an.
Damn ist nach (104) z dasselbe wie x; oder z folgt in der

F-Rethe auf z.

Wenn z dasselbe wie &
anfangenden /-Reihe an.

ist, 50 gehirt nach (112) z der mit x
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Aus den letsten beiden Siitzen folgt: z gehirt der mit o an-
fangenden /-Reihe an; oder a folgt in der /-Reihe auf z.
Daher:

Wenn x der mit z anfangenden f- Reihe angehort, so gehior

z der mit x anfangenden f-Reihe an; oder x Jolgt in der
/- Reike auf =,

| — 0. )

ALY

§ 31 -*‘—x.ta“‘“\?—‘—.’\‘-‘r“‘"(a == ¢)
[—
&

é ")
=170 &)
(115

Ich tibersetze
P
EVACK)
F

durch ,der Umstand, dass das Verfahren [ eindeutig ist*. Dann
kann (115) so wiedergegeben werden: |

Wenn aus dem Umstande, dass e Ergebnis einer Anwendung
des Verfahrens f auf b ist, was auch b sein may, geschlossen

werden kann, dass jedes Ergebnis einer Anwendung des Ter-
fahrens [ auf b dasselbe wie ¢ sei,

s0 sage ich:
wdas Verfahren [ ist eindeutig®.
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38 folge in Worten die Ableitung der Formeln {122) und (124).

Ks sci « Ergebnis einer Anwendung des eindeutigen Ver-
fahrens / auf y.

Dann ist nach (120) jedes Ergebnis einer Anwendung des
Verfahrens f/ auf y dasselbe wie x.

Daher gehdrt nach (112) jedes Ergebnis eciner Aunwendung
des Verfahrens / auf y der mit x anfangenden f-Reibe an.

Also:
Wenn x FErgebnis einer Anwendung des eindeutigen Ver-
fahrens [ auf y ist, so gehort jedes Ergebnis einer Anwen-
dung des Verfahrens [ auf y der mit x anfangenden [-Reihe
an. (Formel 122.)

Es folge m in der f-Reihe auf y. Dann ergiebt sich aus (110):
wenn jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens / auf
y der mit 2 anfangenden /-Reihie angehirt, so gehdrt m der
mit 2 anfangenden f-Reihe an.

Dies mit (122) verbunden zeigt,
dass, woun x Ergebnis einer Anwendung des cindeutigen Ver-
fahrens / auf y ist, m der mit x anfangenden f-Reihe angehirt.

Also:

Wenn x Ergebnis einer Anwendung des eindeutigen Verfahrens
[ auf y ist, und wenn m in der [-Reihe auf y [olgt, so ge-
hirt m der mit x anfengenden f- Reihe an. (Formel 124).
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Hier folgt die Ableitung dieser Formel in Worten.

Es sei a Ergebnis einer Anwendung des eindeutigen Verfahrens
[ aunf .

Frege, Formelhprache, 6
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Es folge m in der /~Reile anf Y.
Dann gehort nach (124) m der mit a° anfangenden /Reihe an,

Folglich gehdrt nach (114) x der mit m anfangenden /- Reihe
an; oder m folgt in der /-Reihe auf .

Dies kann man auch ausdriicken:

® gehdrt der mit m aufangenden /-Reihe an, oder geht in
der /-Reise dem m voran.

Daher:

Wenn m in der f-Reihe auf y folgt, und wenn das Verfahren
[ eindeutig ist, so gehirt jedes Ergebnis einer Anwendung des
Ferfahrens [ auf y der mit m anfangenden f-Reihe an, oder
geht in der f-Reihe dem m vorher.
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In Worten lautet (129) so:

Wenn das Verfahren [ eindeutig ist, und wenn y der mit m
anfangenden f- Reihe angehori, oder in der f-Reihe dem m
vorhergeht, so gehore Jedes Ergebnis einey Anwendung des

Verfahrens f auf y der mit m anfangenden [f- Reihe an, oder
geht in der f- Reihe dem m vorher.
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In Worten lautet (131) wo:
Wenn das Verfahren [ eindeutig ist, so vererbt sich die
Eigenschaft, der mit m anfangenden [-Reihe anzugchoren,
oder in der f-Reihe dem m vorherzugehen, in der I/-Reihe,
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In Worten lautet dieser Satz so:
Wenn das Verfakren [ eindeutiy ist, und wenn m und y in
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der f-Reihe auf x folgen, so gehirt y der mit m anfangenden
[~ Reihe an, oder geht in der f-Reike dem m vorher.

Ich lasse hier einec Tafel folgen, aus der zu erschen ist, an
welchen Stellen von ciner Formel zur Ableitung einer andern
Gebrauch gemacht ist. Man kann sich ihrer bedienen, nm die
Verwendungsweisen ciner Formel nachzusehen. Auch ist daraus
die Hiufigkeit der Anwendung einer Formel zu erkennen.

Rechts vom Striche steht immer die Ziffer der Formel, bei
deren Ableitung dic links bescichnete verwendet ist.
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